CZTJSC DRUGA 

RACHUNBK rO^NICZKOWY 0PERAT0R6W 


ROZDZIAL I 

Funkcje operatorowe i ich pochodne 

§ 1. Funkcje operatorowe 

Wezmy pod uwag§ [operator l x (§ 55). Poniewaz za X mozna 
podstawid dowolng, liczb§ rzeczywistq,, mamy tu faktycznie do czy- 
nienia z pewng. funkcj% ktora przyporz^dkowuje operatory liczbom -A, 
Symbol l z oznaeza wartoM tej fimkcji w pnnkcie X. 

Ogolnie b§dziemy si§ zajmowali funkejami f(X), ktore przy- 
porz%dkowuj% dowolne operatory liczbom X. Takie funkcje b^dziemy 
nazywali furikcjami operatorovoy mi. Sam symbol f(X), nie poprze- 
dzony wyrazeni funlccja, b§dzie oznaczal warto^c rozwazanej funkcji 
dla danej liczby X, czyli operator tej liezbie przyporzgdkowany. 
Ponadto b^dziemy cz§sto uzywali terminu furikcja operatorowa f(X) 
lnb krocej funkeja f(X), nie wprowadzaj^c dla niej osobnego symbolu. 

Jezeli X jest ustalone i dodatnie, to operator l x jest funkcje 
zmiennej t 



Zauwazmy, ze pod znakiem klamry wystgpujg, dwie zmienne 
X i t, klamra za^ niejako kasuje zmienn^ i (i tylko zmienng, t), ktora 
nie jest uwidoczniona po lewej stronie wzoro. 

Ogolnie, maj^c funkcje dwoch zmiennycb f{X,t), okre^long* 
dla 2>0 i dla pewnych warto^ci X, b^dziemy pisali 

O-i) /W = {/(A,<)}, 

zupelnie podobuie jak piszemy a={a(t)}. Wzor (1) okre&a funkcje 
operatorowe szczeg61nego rodzaju, mianowicie take, ktora przy- 
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porz^dkowuje rozwazanym warto^ciom X operatory, b§d%ce funk- 
cjami zmiermej t. Tak§, funkcje f(X) nazwiemy funkcjq, operatorowe% 
parametryemq,. Na przyklad funkeja operatorowa l x jest parame- 
tryezna w przedziale 0<A<oo. Funkeja f(X)={X 2 ^t 2 } jest parame- 
tryezna dla wszystkich wartotei X. . 

O funkcjach operatorowych parametrycznych zakladamy raz 
na zawsze, ze ich wartosci s% funkejami zmiennej t 3 nalez^cymi do 
klasy ZK (str. 99). 

Inny szczegolny typ funkcji operatorowycb stanowi% te fun¬ 
kcje, ktorycb warto^ciami s^ operatory liezbowe, czyli po prostu 
liczby; b§dziemy je nazywali funkejami liezbowymi. Funkeja /(A)=A 2 
jest przykladem funkcji bezbowej przy wszelkicb wartofciacb X . 
Natomiast funkeja l x jest liezbowa tylko w jednym punkcie A=0, 
* poniewaz Z°=l. Dla A<0 fnnkcja l x nie jest ani parametryezna, 
ani liezbowa. 

dwiczenie. TJdowodnic rownosci: 

(a) + = + 

(P) {A 2 + t 2 } {A 2 ~ i 2 } = Z 2 A 4 — 4Z 6 ; 

(S) {cos (A — t)} — -— (sin A -f s’cos A). 

1 ”h 8 

§ 2. Ci^gtosc funkcji operatorowej 

Funkcje operatorowa f(X) b^dziemy nazywali eiqglq, w przedziale 
skobezonym, I (otwartym lub zamkni§tym), jezeli w tym prze¬ 
dziale da si§ przedstawic jako iloezyn 
pewnego operatora q i funkcji parame- 
tryeznej /i(AJ = {/ 1 (A,f)}, takiej ze fnnkcja 
dwocb zmiennycb f^t) jest ci^gla(wzwy- 
klym sensie) w obszarze D(Xe J, 0<Z<oo): 

W ten sposob dzi§ki ezynnikowi q 
poj^cie ci^glo^ci funkcji operatorowej sprowadza si§ do poj^cia 
zwyklej ci^glo^ci funkcji dwocb zmiennycb. 

Na przyklad funkeja f(X)={X 2 +t 2 } jest ci^gla w kazdym skon- 
czonym przedziale I, gdyz mozna napisac 

/(;.) = i-{/. 2 +< 2 }, 
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gdzie funkcja X 2 +t 2 jest ci^gla w obszarze D. Tutaj jako czynnik q 
przyj^lismy po prostu liczbe 1. 

Jezeli funlceja dwdeh zmiennych f(X,t) jest eiqgla (w zwyidym 
sensie) w obszarze D, to funlceja operatorowa parametryezna 

(2.1) f(X)={f(X,t)} 


jest ciqgla w przedziale I. 

Moze si§ zdarzyd, ze pewna funkcja h(X,t) nie jest ciqgla 

w obszarze D, a Imimo to funkcja 
operatorowa h(X)={h(2.,t)} jest ciqgla 
w sensie podanej na poczqtku defi- 
nicji. Przypugdmy na przyklad, ze 



W)={J 


dla 

dla 


0«<A, 
0 <A<t. 


Funkcja h(X,t) jest nieci^gla na 
pr'ostej X=t (rysunek 72), a mimo 
to funkcja operatorowa h(X) ={h(X,t)} 
jest ciqgla, gdyz mozemy napisac 


(2.2) h{X) = s{h 1 (X,t)}, 

gdzie hjjXyt) jest funkcja ciq,gl% w zwyklyru sensie, okrefilon^j row- 
nosciami 


(2.3) 



dla 0<«A, 
dla 0<A<i 


Dla sprawdzenia wzoru (2.2) wy- 
starczy napisac 

t 

W>*)} = {/ 'm,r) dr} = {h^t)}. 


Funkcja operatorowa h(X) } w po- 
wyzszy sposob zdefiniowan^ b§- 
dziemy nazywali furikcjq, Heaviside'a. 

Jest ona okre&ona dla A>0 i ei^gla R y s - 73 * 

w kazdym przedziale skonczonym. 

Funkcja 2(A) = s-A(A) (A > 0) nie jest juz funkcja paramtryczna, 
gdyz jej wartodci s% operatorami, ktore nie redukujq, sie do funk- 
cy] znuennej <; na przyklad dla A=0 mamy 2(0) = 1. Jest jednak 
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§2 Ci^glosc fnnkcji operatorowej 

ona cig>gla w kazdym przedziale skoiiczonym, gdyz mozemy oczy- 
wi^cie napisad 

(2.4) H(X)=s 2 {\(X ) t)}. 

Dla funkcji H(X) latwo jest udowodnid przy 1,^0 wzor 

(2.5) H(X)H(p)=H(X+p). 

Istotnie, wzor ten jest rdwnowazny wzorowi 

h{X)h{ix)^\{X +y) dla A ?/ a>0 

i w konsekwencji wzorowi 

t 

(2.6) J MX,t—r)h{y,r) dr — h 1 (X + ja,t) dla >0. 
0 

Jezeli 0+ to prawa strona wzorn (2.6) jest zerem 
Ale wtedy tez funkcja podcalkowa jest rowna zeru, gdyz dla 0 <t <fi 
znika czynnik h(y>,r), a dla znika czynnik h(X,i— r). Wobec 

tego lewa strona wzoru jest.rdwna prawej. 

Jezeli 0 < A+ /*<£, to prawa strona wzoru (2.6) jest rowna 
t—X—y. Ale wtedy czynnik h[y } r) jest rowny zeru w przedziale 
0 <r< J a, a poza nim rowny 1, czynnik za£ h^t—r) jest rowny 
zeru przy 0<£~- r<X, lub co na jedno wyckodzi przy t—X<r, 
a poza tym jest rowny 1. Zatem iloczyn %{X 1 t—r)h{y,r) b^dzie 
rowny 1 w przedziale y<r^t—X, a poza nim b§dzie rowny zeru. 
St§>d calka we wzorze (2.6) redukuje si§ do postaci 

t—x * 

f 1 dr = t—X—fji. 

ft 

Wzor (2.6) i tym samym wzor (2.5) jest udowodniony. 

Definicjg funkcji H(X) rozszerzamy na warto^ci ujemne X, 
pisz^c 

H(X) = r=^— dla A<0. 

H\ X) 

Przy tej definicji widad, ze wzor (2.5) zacbodzi przy wszel- 
kich X i y rzeczywistycb. 

Funkcja H(X) przypomina zwykl^ funkcj§ wykladnicz^ e*, 
ktora rowniez spetnia rownanie funkcyjne (2.5), gdyz 

e^ef 1 = 


Rachunek operator6vr 


8 
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poza tym jest tez e° = l. Obie funkcje E(X) i c x nalezg, do obszerniej- 
szej klasy funkcyj wykladniezych, o ktorych bgdziemy mowili szczego- 
lowo w paragrafie 9. Tutaj zauwazmy jeszcze, ze funkcja E(X) 
jest ci^gla w kazdym przedziale skonczonym a<A</J. Istotnie, 
mozemy napisad 

E{X)=E(a)-H{X-a) 


i wobec (2.4) 


E(X)=E(a)s 2 -{h 1 {X-a,t)}, 


eo juz dowodzi ei^glodci. 

Rozszerzymy teraz ogoln^ definiej§ cigglosci na dowolne 
przedzialy nieskonczone. Funkcja operatorowg. 4 b§dziemy nazywali 
ciqglq w danym przedziale niesTcotiezonym, jezeli jest ei%gla w kaz¬ 
dym przedziale skoiczonym w nim zawartym. 

Funkcja E{X) jest ciqgla w przedziale (— oo, -foo). 

Uwaga. Gdyby dla przedzialu nieskobczonego przyj^d bez- 
posredni^ definicj§ ci^glogci funkcji, takq, jak podalidmy dla prze¬ 
dzialu skonczonego, to funkcja E(X) nie bylaby ciagla w przedziale 
(—oo, +oo), gdyz nie istnieje taki operator q, zeby bylo H(X)— 
= q{E x {X,t)} i zeby funkcja E x {X,t) byla ciagla dla 0 <«<oo i wszyst- 
kich X rzeczywistych. W ten sposdb funkcja E(X) bylaby ciagla 
w kaMym przedziale skonczonym a nieci^gla w przedziale 
(— oo? +°o), eo jest niezgodne z intuicjg,. Podobna sytuacja za- 
cbodzilaby dla wielu innycb. funkcyj. Aby jej unikngd, zdefinio- 
walidmy ci^glosc funkcji najpierw dla przedzialow skobczonych, 
a dopiero potem rozszerzylidmy definicj?. na przedzialy nleskori- 
ezone. 

W paragrafie 17 b§dzie nam przydatne nast§puj^,ce proste 
twierdzenie: 

Jezeli f(X) i g(X) sq, funitejami operatorowymi eiqglymi i roz- 
nymi od sera w pewnfm przedziale I, taUmi ze ; * 

f{Xf^g{Xf, 

to wtedy f(X)=g(X) w calym przedziale I lub f(X) =—g(X) w calym 
przedziale I. 

Jest 0Ci5 *' wiste ) (lla kazdego punktu X z osobna jest f(X)—g(X) 
f(X) ff{X). Gdyby dla jakiego^ punktu A x rozwazanego prze- 
dzialu zachodzila pierwsza rownodd, dlainnego zas5A 2 druga rownosd, 
to z zalozema, ze funkcje «* stale rdzne od zera, wynikaloby, ze mi§- 


fan 
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dzy punktami X x i A 2 ktorad z funkcyj /(A) lub g(X) bylaby nieci^gla. 
Latwe do uzupelnienia szczegdly tego dowodu pomijamy. 

Zauwazmy na koniec, ze. jezeli funkcja operatorowa f(X) jest 
liczbowa, to podana w tym paragrafie definicja pokrywa si§ ze 
zwyklg, definicjq, cigglodci. Istotnie, mozemy wowczas napisad 
/(A) = s{/(A)}. Ze zwyklej ci^giosci /(A) wynika, ze jest ona rowniez 
ciagla jako funkcja dwocb zmiennycb X i t (stala wzgledem t) i na 
odwrdt. 


§ 3. Pochodna ciqgla funkcji operatorowej 

Dla zastosowan rachunku operatorow wystarcza poj§cie po- 
chodnej oiq,glej. Zaezniemy od zdefiniowania takiej wladnie pochod- 
nej, odkladaj%c definicje ogolniejsza do paragrafu 7. 

B^dziemy mowili, ze funkcja operatorowa /(A) jest w prze¬ 
dziale skonczonym I rozniezkowalna w sposob eiqgly, jezeli mozna 
napisad 


(3.1) 


/(A) = qf x {X) 


( 24 = 0 ), 


gdzie q jest operatorem, / r (A) zas funkcja parametryczng, {/^Ajt)}, 
maj%c% pocbodn^ cz^stkowq, |^-/ 1 (A,<)| ciq,glq, w calym obszarze 
D{X e J, 0^t<oo). 

B^dziemy wowczas mowili, ze funkcja f(X) ma w przedziale I 
pocbodn^ ci^gl^: 

(3-2) • f{X) = q[^m,t)\. 


Dla przykladu pokazemy, ze funkcja H(X), zdefiniowana w po- 
przednim paragrafie, ma pocbodn^ ci^gl^, w kazdym przedziale 
skonczonym. 0<A<A 0 . Istotnie, wo¬ 
bec (2.4) mozemy napisac przy 0 


gdzie funkcja h 2 {X,t) jest zdefinio¬ 
wana rownogciami 




dla 

—-A) 2 dla 0 <A<£ 



8*= 
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p 

i ma pooliodn^ ez^stkow^ gj &$£*% w obszarze D{ 0<A<oo, 

0<^<oo). St%d 

{3.3) E'(X) = s a ^\(X,t)} 

gdzie A 0 jest dowoln^, liczb^. dodatniq,. 

Jezeli fimkcja /(A) jest rozniczkowalna 1 (w sposob ci^gly) 
w przedziale I, to pocbodnq, /'(A) mozna przedstawid w postaoi (3.2) 
na nieskonczenie wiele sposobow. Istotnie, niech a b^dzie down ing. 
f unk cje klasy C rozn^ od zera; mozemy wtedy n apis ad 


dla 0<A<A 0 , 


t 

gdzie funkcja 7 2 (A) = { Jait—r)^!^) dr} jest nadal parametryczna 
o 

i ma poehodn^ czg»stkow% ci^gt^ w obszarze D. Woljec tego pockodnq, 
iunkcji /(A) mozna tez napisac w postaci 

fw =l {s« i -4 

Moze si§ nasun^c w^tpliwoiSd, czy definicja poehodnej jest 
jednoznaczna. Musimy wi§c jeszcze sprawdzid, ze jezeli funkcja 
7(A) da si§ w przedziale I przedstawid na dwa sposoby 

(3.4) /(A) = 2i{/x(A,*)} i /(A) = 

d 9 

tak ze pochodne czs^stkowe gjW-,t) i ^/ 2 (A,«) b§d£fe tingle w ob¬ 
szarze D, to zawsze b§dziemy mieli 


(3.5) 




Istotnie, mozna dobrad takie fnnkcje a 1} « 2 i c=)=0 klasy C, ze 


(3.6) 


2i = 




— zl 


G C 

Wtedy z rownosci (3.4) wynika 

%{/i(M)} = « 2 {/ a (A,i)}, 
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§3 


czyli 


Ja 1 (t—r)f 1 {X,r)dr = J a 2 {t—r)f 2 (X,r) dr w obszarze H, 


St^jd mamy po zrozniczkowaniu wzgl§dem A 

t t 

/ Q r 9 

%(£ —t) ^-/i(A,t) dr— J a 2 [t —t)^/ 2 (A,t) dr 

0 o 

czyli 

Po podzieleniu przez e dochodzimy do rownosci (3.5). W ten spo- 
s6b jednoznacznodd definicji zostala udowodniona. 

Zauwazniy jeszcze, ze jezeli funkcja f(X) jest liczbowa, to 
powyzsza- definicja pokrywa si§ ze zwyklg, definicja pocbodnej 
ci^glej. Istotnie, mozna wtedy napisac /(A.) = ${/(!)}; o ile zwykla 

pocbodna /(A) jest ci^gla, to 

St^d wynika w szczegolnosci, ze pochodna funkcji liezbowej 
jest zawsze funkcjq. liczbowq,. 

§ 4. WlasnoSci pochodne] ci^glej 

Wlasnogc I. Jezeli funkcja /(A) jest stala w pewnym prze¬ 
dziale I, to znaczy, jezeli kazdej wartosci A z tego przedzialu jest 
przyporz^dkowany jeden i ten sam operator q, to /'(A) = 0. Od- 
wrotnie, jezeli / , (A)==0 w J, to funkcja /(A) jest stala. 

Istotnie, kazdy operator c jest postaci | , gdzie a ,b e C, 2>=j=0* 
Jezeli wi§c /(A) = o, to mozna napisad 

21a odwxdt, jezeli /'(A) = 0, to we wzorze (3.2) jest -^/j.(A,t) = 0 

dla A i t nalez^cycb do obszaru P, sk%d wynika, ze / x (A,t) nie za- 
lezy od A, czyli ze funkcja przedstawiona wzorem (2.1) jest stala. 
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Wlasnogd II. Jezeli funkcje operatorowe /(A) i g(X) majg, po- 
ehodne ciggle f(X) i g'(X) w przedziale I, to ich suma i roznica maj^ 
rowniez pochodne ci%gle w tym przedziale i jest 

[fW±gWr = f'W±9'W- 

Istotnie, z zalozenia istnienia pochodnej ci^glej . mamy 
fW = q 1 f 1 W i ' gW = S'afl'iWj 

gdzie j y (X) i g z {X) sq, funkcjami parametrycznymi o pochodnycli 
ez%stkowycli wzgl§dem X cisjglycii w obszarze D. Mozna wowczas 
nap is ad (3.6) i w konsekwencji 

f(X) = jf 2 (X) i g(X) =-i^(A), 

gdzie / s (A) = a 1 / 1 (l) i g 2 (X) =a t g l (X). Zatem 

a stq,d 

[/W±ff(A)]'=i{^[/ 2 (A ) «)±fl- 2 (A,<)]} = 

= = fw±g'w- 

Wlasnodd III. Jezeli funkcje f(X) i g(X) maj> pochodne ci^gle 
TW 1 ffW w przedziale I, to ich iloczyn ma rdwniez pochodna 
ci%gl% w tym przddziale i zachodzi wzor 

UWgWY=fWg(X)+f(X)g'(X). 

Istotnie, mamy 

t 

Lf(X)g(X)] =# 1 £ 2 Jrjg^Xjx) dxj= 

o ■ 

f t : 

^ M2 *) 
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§4 


Wlasnosc IY. Jezeli c jest dowolnym operatorem, funkcja zas 
operatorowa /(A) ma pochodn^ ei^gl% w przedziale I, to iloczyn 
of{X) ma rowniez pochodn^ ci^gl^ w tym przedziale i zachodzi wzor 

[ c f{X)Y—cf(X). 


Wlasnosc ta wynika od razn z wlasnosci I i III. 

1(X) 

Wlasnosd Y. Jezeli funkcje operatorowe g{X) i - majg, po- 

QW 

chodne ci^gle w przedziale I, to funkcja /(A) ma rowniez pocho- 
dn% ci^gl^ w tym przedziale, przy czym zachodzi wzor 

f{X) g(X) — f(X)g'(X) 




MT 

wJ 


gW 2 


Wlasnodd ta wynika z wlasnofci III, gdyz 




> w+l W) m ’ 


skq,d przez lit we przeksztalcenie otrzymujemy z^dany wzor. 

Wlasnodc YI. Jezeli f{X) ma pochodnq, ci%gla f{X) w prze¬ 
dziale I, 97 (A) zad jest funkcja liezbow^, 0 wartodciaeh nalez^cyeh 
do I, maj^ca poehodnq, cig.glg> w przedziale K, to funkcja zlozona 
j>(A)=/[ 93 (A)] ma pochodng, ci^glg, w K i zachodzi wzor 

rw=fwn-<pV)- 

Istotnie, wobec (3.1) i (3.2) mamy 
B 

i oznaczaj^e / x (A,t) przez f 0 {X.t) 

F'U) = q{-^fit<pW, <]} = iia<pW, n ■ <p'W }= iikWW, <]} • v'W- 

fiwiczenie. Obliczyc na dwa sposoby (raz wprost z definicji i drugi raz 
na podstawie dowiedzionycb w tym paragrafie wlasnosci) pochodne nast^pu- 
j%cych fiinkcyj operatorowycb: 

(a ) /(A)^{A s + f 2 }==^ + 2P; 

(P) /(A) = {A 4 += 2A 4 + ^ 3 A 2 + 24I 5 ; 

(y) /(A) = {sin (Z + ^)> = (« sin X + cos A); 

(S) /(A) ” |A 2 -f t 2 > = W ZP * 
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§ 5. Pochodne ciqgle wyiszych rz^ddw 

Eiech /'(A) b§dzie pochodne ci^glg, funkcji operatorowej /(A). 
Jezeli /'(A) ma pochodn^ ci^gl^,, to nazywamy j^, drugq, pochodnq, 
eiqglct funkcji /(A) i oznaczamy przez /"(A). Podobnie przez trzeci^, 
pochodnq ci^glg, /'"(A) rozumiemy pochodne ci^gl^ drugiej pochod- 
nej ei^giej i tak dalej. 

£atwo zauwazyc, ze jezeli funkcja /(A) ma w przedziale I 
drug^j pochodnq ci^gi^ /"(A), to istnieje taki operator q 2 i funkcja pa- 

{ 3^ 

ciqglg, w obszarze D{iel, 0<<<oo), ze 


fW — 

/ W — /2(-M)j• 


Ogoluie, jezeli funkcja f(X) ma w przedziale n-t% pochodnq, 
ciagla / (n) (A), to istnieje taki operator q n i funkcja parametryczna 

{f n {X,t)} majqca n- tq, pochodne czastkowq |^/ n (A,f)| ciqgb* w obsza- 
rze D, ze 

^ fw=s n {f„(m 

i 


(5.2) 


fi*W=i n 



Z drugiej strony, jezeli dla pewnej funkcji f(X) warunek (5.1) 


jest spelniony i pocbodna ezq,stkowa 




jest ciqgla w obsza- 


rze D, to stqd wynika istnienie »-tej pocbodnej ci^glej /< n )(A). okreii- 
lonej wzorem (5.2). Zatem warunki (5.1) i (5.2) mogq, sluzyd dla 
52? °Perator°wych za rownowaznq, definicj§ w-tej pochodnej 


rnw P' WIC , Zeui ®- Znalei6 dru ^ i trzeciq, pochodnq, ciqglq funkcyj operato- 
wy , po anych -w cwiezeniach z paragrafu poprzedniego. 


§6 
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§ 6. Poehodna ciqgia w przedziale nieskodczonym 

Dotychczas zakladaliimy, ze przedzial I jest skonezony. Defi¬ 
nite pocbodnej ci^glej rozszerzamy na przedziaty nieskonezone 
podobnie jak definicj§ ciq>glo4ci funkcji. Powiemy mianowicie, ze 
funkcja operatorowa /(A) ma w przedziale nieslconczonym I po - 
chodnq, eityglq, f(X), jezeli f(A) jest pochodnq ci^gl% w kazdym prze¬ 
dziale skonczonym, zawartym w 5 I. 

Wlasno^ci I-VI z paragrafu 4 przenosz^ si§ od razu na po¬ 
chodne w przedzialach nieskonczonych. 

Zupelnie tak samo rozszerza si§ na przedzialy nieskonezone 
definicj§ pochodnycb cigglyeh dowolnego rz§du. 

W paragrafie 3 udowodnili^my, ze funkcja E(X) ma pochodn% 
ci^gl^ w kazdym przedziale skonczonym 0<A<A o . Ze wzoru (3.3) 
wynika ponadto, ze 

(6.1) E f (X)^s^{-Ji 1 (X J t)} ^-sE(X) (0<A<A 0 ). 

i 

Jezeli [a,/?] jest dowolnie ustalonym przedzialem skonczonym, 
to wobec wzoru (2.5), ktory jak wykazaliiSmy jest prawdziwy dla 
wszelkicb A i p rzeczywistych, mozemy napisac 

E(X)=E(a)E{X—a) 

i na podstawie wlasno^ei IV i VI z paragrafu 4 
E'(X) = E(a)E r (X —a). 

St^d wynika juz istnienie pochodnej ci^glej H'(X) w przedziale 
[a,/S]. Poniewaz przedzial ten moze bye ustalony dowolnie, udo- 
wodnilismy, ze funkcja operatorowa E(X) ma po chodnq ci^gl^ w prze¬ 
dziale nieskonczonym (— 00 , 00 ). 

Wobec (3.3) mozemy znowu napisad 

E'(X)=H(a) .[-^(A-a)]^ — sE{X)] 
zatem przy wszelkich rzeczywistych wartosci dla A zachodzi wzor 

(6.2) E'(X)^-sE(X). 
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§ 7. Ogdlna definicja pochodnej 

Bozwazania z tego paragrafu b^d^ mialy bardziej teoretyczny 
charakter i czytelnik, ktory ma na celu jedynie zastosowania, moze 
je zupelnie pomin^d. 

WidzielMmy w paragrafie 3, ze jezeli f(X) jest funkcje opera- 
torowg. liczbow% ktora ma pochodn^ ci^gl^ f(X) w sensie operato- 
rowym, to f(X) jest zarazem pochodng, w zwyklym znaczeniu, oczy- 
wiscie ci^glg,. Pokazemy tu, jak mozna podad ogotniejsz^ definicja 
pochodnej operatorowej, ktora w przypadku funkeyj liczbowych 
pokrywa si§ ze zwykl% definicja pochodnej, niekoniecznie ci^glej. 

Mowimy, ze fankcja f(X) jest rozniczkowalna w punkcie A 0 , 
jezeli da si§ przedstawid w otoczenin tego punktu jako iloczyn 

gdzie q jest operatorem, a {f x {^t)} funkcje parametrycznq,, tak^ 
ze iloraz * 

( 71 ) f x (Xt) A f A 0 ,f) 

X—l 0 

zmierza do granicy dla A-*A 0 jednostajnie w kazdym przedziale 
skonczonym 

Granica ta jest oczywidcip rowna pochodnej cz^stkowej 
d 

gj/iOo> 4 ), ktora jest ci%gla wzgl§dem t. Uatomiast z istnienia po¬ 
chodnej czq,stkowej, chocby cigglej wzglpdem t, nie wynika jeszcze 
jednostajne istnienie granicy ilorazu (7.1). Iloczyn <)J 

b^dziemy nazywali poGhodnq, funlccji operatorowej /(A) w punkcie A 0 
i oznaczali symbplem f{X 0 ). 

Poehodna taka jest uogolnieniem pochodnej cigyglej, gdyz 
z zalozenia, ze fankcja -^-f^X^t) jest ci^gia (wzgl§dem obydwu 

zmiennych) wynika juz, ze granica ilorazu (7.1) istnieje jednostaj¬ 
nie w kazdvm przedziale Istotnie, iloraz (7.1) jest rowny 

pochodnej gdzie | jest zawarte mipdzy X 0 a X. Gdy 

7.->-Ao, poehodna ta zmierza do granicy jednostajnie w przedziale 
0 ^ ^ 

Uogolniona w ten sposob poehodna zachowuje wszystkie wlas- 
no4ci I-VI. Gdyby nie zabladad jednostajnej ci%glo£ci ilorazu, 
to nie wszystkie z tych wtasnogei dalyby si§ udowodnid. 


BOZDZIAL II 


Funkcje wykJadnicze 

§ 8. Rdwnanie rdzniczkowe ac'(X) =wx(A) 

Udowodnimy nast§puj^ce twierdzenie: 

Jezeli dane sq, op oratory w r Jc oraz Uezba rzeczywista 1 0 , to istnieje 
co najwyzej jedna funkeja operatorowa a?(A) ? spelniajqea dla wszyst- 
feich X rzeczywistych rownanie 

(I) x r (X)=wx{X) 1 ) 

i warunek 

.(8.1) x(X b ) = k. 

Dowod. Przypu^dmy, ze istnieje dwie funkcje operatorowe 
x x {X) i x 2 (X), spelniaj%ce rownanie (I) i warunek (8.1). Wtedy funkeja 

x(X) = x x (X)—x 2 (X) t 

spelnia rowniez rownanie (I) i jest 
(8.2) x(X 0 ) = 0. 

Wystarczy udowodnid, ze jest a?(A) = 0 dla wszystkieh X rze¬ 
czywistych. 

Wprowadzaj^c funkcje pomocnicz^ 

y(X)=x(X)x(2{i—X), 

* gdzie pi jest dowolnie ustalon^, liczba rzeczywist%, mamy 
y*{ X) =zx'{X) x( 2ju—X)—x(X) of{ 2y—X ). 

Wobec (I) mamy dalej 

y'(%) =zwx(X)x(2p—X)—x{X)wx(2fi—X) = 0; 

1 ) Z zalozenia, ze funkeja x{X) ma poehodna, wynika, ze jest ci%gla* 
z rownania (I) wynika dalej, ze poehodna x'(Z) jest ciggla. 
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zatem funkcja y(X) jest stala dla wszystkich X rzeczywistych. Ale 
wobec (8.2) jest 

y(X 0 )^x(X 0 )v(2fi---X 0 )^ 0, 

sk%d wynika, ze y(X) = 0 dla wszystkich X, czyli ze 

%(X)x(2fjL~~X)=z 0 . 

Podstawiaj^c w szczegolnofei 1=/^ otrzymujemy st^d #(^) 2 =0 
i wreszcie 

x(y) =0. 

Poniewaz y, bylo ustalone dowolnie, twierdzenie jest dowie- 
dzione. 


§ 9. Uog61nione funkcje wykladnicze 

Jezeli w jest liczb% to funkcja wykladnicza x{X) = e Zw spelnia 
rownanie 

(I) %'{X)=wx(X) 

i warunek 

(9.1) i 0(0)'—1. 

ITa podstawie dowiedzionego twierdzenia jest to jedyna funkcja 
o tych wlasno^eiach (co wiadomo zreszt% z klasycznej anaJizy). 
Zatem warunki (I) i (9.1) mog^ sluzy<5 za definicj§ funkcji wyklad- 
niczej. 

G-dy w nie jest liczb% lecz dowolnym operatorem, to wa¬ 
runki (I) i (9.1) defimujg, uogolnione fuukcje wykladnicze, dla kto- 
rycb konsekwentnie b§dziemy uzywali symbolu e Xw . Innymi slowy, 
jezeli przy dauym operatorze w funkcja operatorowa w(X) spelnia 
warunki (I) i (9.1), to b^dziemy pisali 

%(X) = e Xw . 

Wobec twierdzenia z poprzedniego- paragrafu wartofci kazdej 
funkcji wykladniezej sa zawsze rozne od zera. 

UdowodniMmy w paragrafie 6, ze funkcja operatorowa, zde- 
finiowana w paragrafie 2 spelnia warunki 

E'(X) = -sH(X) i H( 0)=1; 

b§dziemy wi§e j^ odt%d stale zapisywali w postaci wykladniezej 

E{X) = e-**. 


Uogolnione funkcje wykladnicze 
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§9 


Wzor (2.5) przyjmie wowczas ksztalt 
^9,2) e~~ Xs • e~^ s — . 

Funkcja er u b^dziemy nazywali funTccfq, wyfcladniczq, hvperbo- 
licznq,, gdyz jak zobaezymy w paragrafie 18 jest ona zwigzana z row- 
naniem rdzniczkowym biperbolicznym. 

Oprocz funkcji wykladniezej klasycznej e z i funkcji wyklad- 
niczej biperbolieznej e~** funkcja stala x(X)=l moze by6 rowniez 
nwazana za funkcja wykladnicze, gdyz spelnia warun k i 

%'(X)=0-x{X) i 0(0) =a. - 

Pozniej (w paragrafacb 29, 48, 52 i 54) poznamy wielk^ rozno- 
Todnosc uogolnionych funkeyj wykladniczych. razie zajmiemy 
siq blizej wlasnosciami funkcji biperbolieznej. 


§ 10. Operatory przesuni^cia 

Zgodnie z definicj^ funkcji E(X) podang, w paragrafie 2; mamy 
dla X^O wzor 

<10.1) e~ x *=zs{h{XJ)} (A>0), 

gdzie Ji{X,t) jest funkcja Heawiside’a, okreglong, rowno^ciami 


h{X,t) 


JO dla 0 <*<A, 
U dla 


Korzystajgc ze wzoru (10.1) latwo jest udowodnic nast§pujgce 
twierdzenie: 

Jezeli {/(£)} jest dowolnq, furikcjq, (iclasy 3(), to 




dla 0 <f<A j 

dla 0<A<t V 



Twierdzenie to ma bardzo prostg, interpretacj§ geometryeznq,, 
jak to widac z rysunkdw 75 i 76. Pomnozenie danej funkcji {/(f)} 
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przez er■** powoduje przesuni§cie jej wykresu o dlugogd X w do- 
datnim kierunku osi t. Z tego powodu warto^ci funkeji wykladni- 
czej Mperbolicznej b§dziemy nazywali operator ami przesuniqcia. 

Wypowiedziane twierdzenie mozna udowodnid wprost przez 
sprawdzenie. Istotnie, mamy 


gdzie 


Ale widad, ze 


a st%d 


e-^{f(t)}=s{ii(2,t)}{f(t)} = s{F(Z,t)}, 

t 

F(X,t) = f h(X,t-r)f(r)dr. 

0 


^"-.l hi* 
0 


dla ()</<;., 
dla 0<A<i t, 

dla 0.<i!<A, 
dla ()<;.<«. 


Poniewaz P(A,0) = 0, wige 




dla 0<2<A,1 
dla 0<A<fj' 


Geometryczna interpretacja operatora przesunigcia dobrze wy- 
ja&ua znaczenie wzoru (9.2): mowi on, ze jezeli wykres funkcji prze- 
sun^d najpierw o diugo^e A a potem o dingo , F , to wypadnie na 
to same, gdyby go od razu przesun^d o dlugogd X+ju. 

Jezeli funkcja jest rowna zeru w przedziale 0 

to wykres jej mozna rowniez przesuwac w lewo, nmoz^e te funkcie 
przez operator e**, byleby bylo 0<A<a. 

Jezeli fankeja {/(f)} jest rozna od zera w poblizu punktu f=0 
to nmoz^e j, przez-operator e* (A>0), zauwazymy ciekawe zja- 

Jodno^ 7 “ PrZykiad ' ™ Pomnozeniu przez 

e** odpowiada przesum§cie wykresu w lewo o dtugogd A. Lecz wtedy 

wykres wysume si § cz^ciowo poza punkt t=0 na ujemn^ ez^d 
osi t. Tymczasem w raelumku operatorow rozwazamy funkcje tylko 
— a Wi ^ CZ ^ (5 wykresu odpowiadajaca ujemnym 

dHoTnl ZDaCZenie - Gdyby ' my * CZ ^ PO prosti odrzu- 

® k mn0zenm P rzez e ** nie otrzymaliby.^my funkcji wyj- 
L y :° mn%, przedstawion% na rysunku 77 (y), wbrew rdwnosci 

e'^-e^ff } = !.{<} = {*}. 


Operatory przesuni^cia 
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§ 10 


Zjawisko’to wyjasnia si§ w ten sposob, ze fankeja {J} ? lub 
ogolniej kazda fankeja rozna od zera w poblizu pnnktn t= 0, prze- 
staje bye fankeja po pomnozeniu przez e** (A>0) i staje si§ pew- 


(«)' m (y) 



nym operatorem. Po pomnozeniu tego operatora przez e~ u fankeja 
wraea niejako z krainy duehow i przyjmuje znowu sw^ skronm^, 
postad zwyklej funkcji. 

Dla oswojenia siz wlasnoseiami A __ 

operatorow przesuni^cia rozpatrzymy jesz- ! 

eze kilka przvkladow. ; 

_L__ i 

Przyklad 1. Operator q\ ^ 

e-** Rys. 78. 

s 


przedstawia (przy 


4 

1 - 


o 


Kys. 79. 


ustalonym X) funkcje, wyobrazon^ na rysunku 78. 

Wynika to wprost z wzoru (10.1), 

gdyz —— ={A(A,t)}. 

o 

: , Przyklad 2. Operator 

- 1 ( 1 — e~ Xs ) 
s 


jest rowny funkcji {l—h(X,t)}, ktora ma wykres podany na ry¬ 
sunku 79. 


Przyklad 3. Operator 

-(c-“— t~ ?s ) 

. s 

jest rowny funkcji {^(a,t) — 
ktorej wykres przedstawia rysunek 80. 


Rys. 80. 
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a 


o 



X 


Eys. 81. 


Przyklad 4. Operator 

j* e ~ u U>0) 

t jest fankcjg,, ktorej wykres powstaje 

z wykresu funkcji 4 = {«} przez przesu- 
s a 


ni§cie vr prawo o dlugoi3<$ X (rysunek 81). 
Przez kombinowanie tych. funkcyj mozna otrzymad rozne la- 
mane, na przyklad: 


^ (1 — e-«— e-P*+ «-(«+»*) 

/I \ 

0 

° fi a+fi‘ 


Eys. 82. • 

1 (1 -7e-'+ 7 

Eys. 83. 

Przyklad 5. Znaczenie geometryczne operatora 



. 1 
1+s a 


(l+<r») 


znajdziemy, przesuwaj^o wykres funkcji -X— = {smt} o dlugosd rz 

i dodaj%c graficznie przesunigty wykres do nieprzesuni§tego. Otrzy- 
mamy w ten sposob polowkg jednej fall (rysunek 86). 


Funkcja {sin 



t 


Funkcja sintf 

Suma tych funkcyj 

t 

t 

it 2n\ w x' ) ^ 0 

TC 


Eys. 84. 


Rys. 85. Eys. 86. 


fan 


Op oratory przesuni^cia 
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§ 10 


Przyklad 6. Wykres dla operatora 

-A_ (! _|_ 6-JT.) (1 + e-2» + 

tatwo otrzymad z ostatniego wykresu, przesuwajg,c go raz o 2k, 



Eys. 87. 


drugi raz o in 1 nakladaj^c na siebie wszystkie trzy wykresy (ry¬ 
sunek 87). ~ . 

Przyklad 7. 17a zakonczenie podajemy jeszcze jeden opera¬ 
tor, nieco bardziej skomplikowany: 


3 6 

± + 2- (e->— + e ~ 2s ) + 


+ 


(s 3 j 


2s) 3 \s s ^ 2s) \3s 3 ^ s 2 ^ 3s) 


Czytelnikowi pozostawiamy sprawdzenie, ze jest on funkej% 
o wykresie przedstawionym na rysunku 88. 



Rachunek opera to row 


0 


























EOZDZIAi III 


Ciqgi i szeregi operatorow 


§ 11. Jednostajna zbieznosc 

Mowimy, ze ei^g funkcyj {/„•(£)} ograniczonych. w pewnym 
przedziale I jest zbiezny do granicy {f(t)} jednostajnie w tym prze- 
dziale, jezeli istnieje ci%g liczbowy e„ zbiezny do zera, taki ze 

( 11 . 1 ) lfn(t)-m\<e« .'(«= 1 , 2 ,..;> 

dla wszystkicb t nalez^eycb do przedzialu I. 

Na- przyklad ci^g jest zbiezny do zera jednostajnie 

w kazdym przedziale, gdyz ci^g liczbowy - jest zbiezny do zera 

7b 

i ponadto jest 

sin nt 
n 



dla wszystkich. t rzeczywistych. 

jest zbiezny do funkcji {t} jednostajnie w kaz- 

dym przedziale, gdyz 

|wt—sinn£ 4 

j < —. 

I n n 

Jezeli ci^g liczb o n jest zbiezny do a , to ci^g funkcyj stalych 
{on} jest zbiezny do {a} jednostajnie w kazdym przedziale. Istot- 
nie, ci%g e n =\a n —a\ dg.zy do zera i mozna napisad 

\a n — a]<e„. 

Ci%g {e~ i l n } jest zbiezny do {1} jednostajnie w kazdym prze- 
dziale skonczonym Istotnie, w przedziale tym zacbodz% 

nierownosci 

e~?Jn —-1 ^ (T-tfn —1 ^ e -afn . 


fm—sinrfi 

^ —s - I 


Jednostajna zbiezno66 
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§ 11 


jezeli za s n przyjmiemy wi§ksz^ z liczb 

1 6 &l n —1 ] i 16 a / n —1 ], 

to w kazdym razie ci^g e* b§dzie zbiezny do zera i b^dziemy mieli 

j <3 #/Vl —1) 

co dowodzi jednostajnej zbiezno&ci w przedziale a 

Mozna natomiast udowodnic, ze w zadnym przedziale nieskon- 
czonym ci^g {er f l n } nie jest jednostajnie zbiezny. 

Jezeli wszystkie wyrazy ci%gu {f n {t)} rowne funkcji {f(t)} 

,{fn(t)} = {fm 

to ci%g d%zy do funkcji {/(£)} jednostajnie w rozwazanym przedziale, 
poniewaz mozemy napisad 

|/n,(i)— f(t)\<e n , 

gdzie e n =:0 dla wszystkicb warto^ci n. 

7i analizy wiadomo 1 ), ze jezeli funkcje {/*(£)} s^ ci^gle i ei%g 
ich/jest zbiezny jednostajnie w pewnym przedziale I, to granica 
{f(t)} jest rowniez funkcji ci^glq, w I, 

Jezeli funkcje {/*(«)} sqklasy C, to znaczy sq, okreMone i ciqgle 
w przedziale 0 <t<oo, i jezeli ciq\<g {/«(<)} jest zbiezny jednostajnie 
w kazdym przedziale skofbczonym to granica {f(t)} jest takze 

funkcjq, klasy C. 

Istotnie, funkcja jest ci^gla wkazdym przedziale 0<t<£ 0 , 
a wi§c tym samym w przedziale nieskonczonym 0 <oo. 

Jezeli ciqg funkcyj ciqglyeh {f n (t)} jest zbiezny do funkcji 
{f{t)} jednostajnie w pewnym przedziale to istnieje taka 

liezba M f ze 

\ \fn(t)\<M A I f(t)\^M 

w tym przedziale . 

Istotnie, funkcja {f(t)} jako ci^gla jest ograniezona w prze- 
dzial ea<K)3: 

( 11 . 2 ) W)\<N. 


*) Zob. np. Kuratowski [22], str. 88, Inb Leja [23], str. 179. 


9 * 
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Z nierownosci (11.1) wynika, ze 

[/ n (i)|<AiT -f-g—Jf, 

gdzie e jest najm§kszg. z liczb e n . Wobec (11.2) jest tez |/(t)|<lf. 

Jezeli ciqgi funkcyj eiqglyeli {f n {t)} i {g n {t)} dqzq do {f(t)} i {g{t)} 
jednostajnie w przedziale 0 to eiq,g 

t 

{ffn(t-r) g n (r)dr) 

0 

dqzy do 

t 

{/ f(t— t ) g{r) 

0 

jednostajnie w tym przedziale. 

Dowod. Z zalozenia inamy 

\fn[t)-m\^e n i \g n (t)-g(t)\^ Vn (0 <*<«„), 

gdzie e n ->0 i ^-^0. Wobec tego 

1//«(«—/(#— 

0 0 
t 

</ \fn(t-r)g B (t)-f(t-r)g{T)\dr = 
o 

/ 

—f \ifn(t—t)g n {r)—f{t—r)g n {x)']+[f(t—T)g n {T)~-.f(t—T)g(t)]\dT^. 
0 

* t 

</ \gn( r )\^fn{t~T)—f(t~r)\dr+f\f{t--r){>\g n {T)—g{r)\dr^. 
o o 

</ dt-j~ f 2?7} n dr — -Mt 0 £ n -f-.Mtg?^ n , 

o 0 

gdzie M i W S pelniaj% nierownosci |^(t)|.<Af i |/(t)|<W. 

Poniewaz ci^g liczb Mt 0 € n ~^- Mt 0 rj n dgzy do zera, twierdzepie 
jest udowodnione. 

Wazne dla nas b^d^ nast@puj%ce szczegolne przypadki tego 
twierdzenia: 


§H 


Jednostajna zbiezno£6 
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Jezeli eiq,g funkcyj ciq,glych {g n (t)} dqzy do {g{t)} jednostajnie 
w przedziale 0 <t 0 & jozeli jest funkcjq ; cigglq id tym przedziale, 

to cicig t 

{/ ft*—*) 9«( r ) dr ) 

0 

do 

t 

{//( i—dr \ 

o 

jednostajnie w przedziale 

ciq,g funkcyj ciqglych {g n {t)} dqzy do {g(t)} jednostajnie 
w przedziale 0to ciqg 

t 

if gn(t)dx} 

: 0 

do 

t 

{fg{r)dT^ 

* l o 

jednostajnie w tym przedziale. 

dwiczenia. 1. Udowodnid, ze ei%g ( CQ f nt 
stajnie w kazdym przedziale. 

2. Udowodnic, ze ci%g (gdzie h oznacza funkcjq Heaviside’a, 

zdefiniowan^ w paragrafie 2) jest zbiezny do zera jednostajnie w kazdym. prze¬ 
dziale skonczonym 0 

§ 12. Graniea ci^gu operatortfw 

Oi%g operatorow a n nazywamy zbieznym do operatora a, je¬ 
zeli istnieje operator g i ci%g funkcyj f n klasy C o nast§puj^cycb 
wlasnosciacb: 

(I) Oi^jg f n dsfezy do pewnej granicy / jednostajnie w kaz¬ 
dym przedziale skonczonym 

(II) a n = qf n (n= 1,2,...); 

(III) a = qf. 

bTa przyklad ci^g a*:={cos nt} jest zbiezny do zera, gdyz mozna 
napisac 

( in nil 
{cos«0 = s|—— j, 


jest zbiezny do zera jedno- 
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a c i%g jest zbiezny do zera jednostajnie w kazdym prze- 


dziale 0<t«SV 

juz z tego prostego przyHadu widac, ze poj§cie zbieznogci, 
ktdre przyjmujemy w rachunku operatorow, jest bardzo ogolne, 
d%g bowiem {cos nt} nie jest zbiezny w zadnym sensie klasycznej 
analksy. 

Jeszcze ciekawszy jest ci$g a„={n sin nt}-, w kazdym punk- 
cie t, ktory nie jest krotnogcig, liczby n, warto^ci jego oscylujq, po- 
mi§dzy —oo a rfoo. Mimo to jest on zbiezny w sensie operatoro- 
wym. i jego granica jest rowna liczbie 1. Istotnie, latwo sprawdzic, ze 


. r sin nt\ 

{»sin«f} = s 2 jt--—J; 

ritj.g r jest zbiezny do {t} jednostajnie w kazdym prze¬ 

dziale 0 < i < t 0 . Wobec tego granicy ci^gu a n jest operator 
a=s 2 {{} = s 2 f 2 =1. 

Mozna tez latwo podad ci%g funkcyj a„={a n (t)} zbiezny do 
operatora rozniczkowego s. Przyjmijmy a n —{n 2 cos nt}. Wtedy 
mozna napisae 

„f, sin nt\ 

a "~ S V' n )’ 


sk%d, jak przed chwilg>, znajdujemy granicy a=s 3 {t} — sH 2 — s. 

Elementami wszystMck podanycli wyzej ei^gow funkcje 
Masy C. Mozna oczywifcie rozwazad tez ciggi, ktorych elementami 

s 

nie s$ funkcje; takim jest na przyklad ci%g a n = - m Jest on zbiezny 
do zera, co wynika z przedstawienia go w postaei a n — s 2 j~J. 

Podobnie ci%g operatorow przesimi^cia a n = e~ m jest zbiezny 
do zera, bo mozna go napisad w postaei s 2 • Z 2 £“ na , gdzie l 2 e~ m jest 
funkcje klasy C rown% zera w przedziale 0 

Jezeli a n jest ci^giem operatorow liczbowych, to podana na 
pocz%tkn paragrafu definieja zbieznodet pokrywa si§ ze zwykl§, 
definiej^ zbieinodci ci^gu liezbowego. Istotnie, mozna wtenezas 
napisad 

0 , n = ${a n } i a = s{a}, 

gdzie ci%g funkcyj stalych {a n } jest zbiezny jednostajnie do {a} 
wtedy i tylko wtedy, gdy ci%g liezbowy a n jest zbiezny w zwykiym 
sensie do a. 
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Wynika st%d w szezegolno^ci, ze granicq, oiqgu (zbieznego) 
operatorow liezbowyeh jest zawsze operator liezbowy czyli liczba. 

Jezeli a„ funkejami klasy 3C, to ze zbieznoM jednostajnej 
ei^gu a n w kazdym przedziale skonezonym 0 <Z<Z 0 wynika zbiez- 
no^d tego ci^gu w sensie operatorowym. Jest to oezywiste, jezeli 
funkcje a n s% klasy C, bo mozemy wtedy przyj^c g = l. Jezeli 
funkeje a n s% klasy 9C, to mozna napisae a n = s-la n , gdzie 

t 

la n ={f a„(T)dr} jest juz ciqgiem funkcyj klasy C } zbieznym je- 
o 

dnostajnie w kazdym przedziale skonezonym 0 <Z<Z 0 - 

Dla sprawdzenia poprawnosoi definieji zbieiaio£ci operatordw nalezy ndo- 
ivodnic, ze dla Tcazdego ciqgu operatordw moze istnied co najwyzej jedna granica. 
Przypns6my, ze a i b 8$, granicami ci^gu a n . Wtedy istniejg, takie operatory q i r 
oraz ci^gi f unk cyj f n i g n klasy C, zbiezne do fig w kazdym przedziale ze 


“n=ff/n== r V a =if> b = r 3- 
Nieeh i o=f=0 b?dq, funkejami klasy C, takimi ze q=j i r = ~ • 


Wtedy 

czyli 


2]4= r lffn 

t t 

J q 1 (t—r)f n {r)dr = J r^t — T)g n {r)dT (0<t<oo); 

o o 


poniewaz ci^gi f n i g n s% zbiezne jednostajnie w kazdym przedziale, mamy st%d 
•dla n^-oo 


t t 

fqLift —t) /(t) dr — J r x (t — r)g(r)dr (0<i<oo), 


•czyli 


Si/ = r i9- 


Po podzieleniu tej rowno^ci przez c, mamy qj = rg, czyli a = b, co dowodzi, ze 
granica moze byd tylko jedna. 


dwiczenia. 1. Udowodnic, ze kazdy z nast^puj^cycb ci^gow jest zbie¬ 
zny do liezby 1: 

{ne-nt}, {nHe-nt}, {n—nH+\n—nH\}, 

2. Udowodnic, ze ci^g 

{V sin nt + nH cos nt} 


jest zbiezny do granicy 2s 2 . 

3. Udowodnic, ze jezeli a i b sq, dowolnymi operatorami, to ci^g a -f be ns 
jest zbiezny do granicy a. 
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§ 13. Fizyczne interpretacje operatora przesuni$cia 

Geometryczn^ interpretacje operatora er Xs omowili^my w pa- 
ragrafie 10; tutaj omowimy jeszcze pewne interpretacje fizyczne. 
Zbadajmy przy dowotnie nstalonym A>0 granicy ci^gu funkcyj 


0 



V 


dla 0 ^.t <c.X -i dla A -j - — <ct 

n n 

dla 1—-<t<A.+ - 
n n 


gdzie jjl jest pewn^ liczb^» dodatnig,. 

Gdy n jest do^c dnze, to wykres funkcji {/„(*)} ma ksztalt 
podany na rysnnku 89; pole zakreskowanego prostok^ta P wynosi /u. 
Bysunek 90 przedstawia wykres funkcji l{f n {t)}, rysunek zas 91 




wykres funkcji Z 2 {/*(Z)}. Z rysunku 91 widad, ze roznica mi^dzy 
funkcji a funkcji IH" 4 *, ktorej odpowiada lamana l^cz^ca 

pnnkty oznaczone malyim koleczkami, jest mniejsza od Wy- 

nika st%d. ze ciqg funkcyj Z 2 {/„(1)} dq,zy do granicy jedno- 

stajnie w kazdym przedziale skonczonym W konsekwencji 

ci%g 

{/*(!)} = s 2 -Z 2 {/„(i)} 

ma granicy s 2 * ZV*** — e~ ls . 

Pole P mozemy sobie interpretowad jako mas§ /,t rozlozon^ 
rownomiemie na odeinku (A — A + H. W granicy masa ta skupia 


g 13 Fizyczne interpretacje operatora przesuni^cia 137 

si§ w punkcie A. Mozemy wi§c przyj^e, ze operator oznacza 

mas§ ,« w punkcie X. 

Podobnie liezb§ /u mozna interpretowad jako mas§ /j, skupion§. 
w punkcie X. 

. Do innej interpretacji fizycznej operatora fier u dochodzimy, 
traktuj%c funkcje {/„(!)} jako krotkotrwaie sily elektromotoryczne, 
czyli jako impulsy napi^cia. Jezeli zalozymy, ze czas trwania 
impulsu jest bardzo krotki, to mozemy, idealizuj^e warunki, 
przyj^c w granicy, ze 

E = fie~ Xs . 

W szczegolnogci, gdy A=0, to E=/u i mamy do czynienia 
z impulsem napi§cia w cbwili i=0 (zob. § 40 cz§dci I). 

Przyklad. Znalezd pr^d w obwodzie elektrycznym o impe- 
dancji Z i pr^dzie zwarcia 0, o ile wl^czymy do niego sii§ elektro- 
motorycznq, E, zlozonq, z dwoch impulsow o wartodci E 0 dzialaja- 
eych w odstgpie czasu T. 

Przyjmujq,c, ze pierwszy impuls dziala w cbwili 1=0, mozemy 
napisad 

E=E 0 { l+e~ n ). 


Z rownania prg>du ZI = E znajdujemy 

1=^(1 + e~ T °). 

Przypu^cmy w szczegolnogci, ze Z—Ls-\~B. Wtedy 


i=_A_ 

,Ls+E 


(l'+e-*) ={- 


E n 


exp 



Maj^c na uwadze geometryczne znaczenie operatora przesuni§cia, 
otrzymujemy st^d 



dla 0 


m = 


dla T<t<oo. 
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Funkcje f n mozemy tez traktowac fizycznie jako zwyklg, sil§. 
Wtedy granicy fie** 3 nalezy uwazac za uderzenie dzialaj 3 .ce w chwili 
t =asJL Jest to trzecia interpretacja fizyczna operatora przesuni§cia. 

Operator fie** 8 mozna otrzyma<5 jako granic§ ogolniejszybh. 
ciggow funkeyjnyeli. Przypn^cmy mianowicie, ze funkcja {f n (t)} 
(n== 1,2,...) klasy 3( jest nieujemna w przedziale X—e n <t<X + e n 
i r 6 wna zeru poza tym przedzialem. Jezeli 

*+ s n 

lim f f n {r) dt — fij 

to ei%g {/«(!)} d^zy w sensie operatorowym do granicy jue~* 8 . Do- 
w 6 d pomijamy. 

§ 14. Wlasnosci granicy ci^gu operatordw 

Granica ci^gu operatorow ma podobne wlasno^ci jak zwykla* 
granica ci^gu liczbowego. Jezeli a n =a, gdzie a jest dowolnie usta- 
lonym operatorem, to lira a n = a. Jezeli ci^g a n jest zblezny do 
pewnej granicy, to kazdy ci^g wybrany z niego jest zbiezny do tej 
samej granicy. Wazne s% rowniez twierdzenia o do dawaniu, odej- 
mowamu i mnozeniu ci^gow. Jezeli mianowicie istniej 3 granice 
lima n = & i lim& Jl = &, to ci%gi &*+&*, a n —-b n i d n b n niajg, row¬ 
niez granice i zacbodz% rowno^ci 

k 111 (^ji+ b n ) lim (a n —b n ) = a—b i lim 

Istotnie, z zalozenia 0 zbieznofci ci^gow a n i b n wynika 
istnienie takicb operatorow q i 7 , ze zacbodz^ rowno^ci 

(14.1) a n = q{f n (t)}, a = 2 {/(<)}, 

(14.2) bn ^ r{gn{t)}} b = r{g(t)}, 

gdzie {/ n (^)} i s<| ci^gami funkcyj klasy C zbieznymi do 

{/W} i {g(t)} jednostajnie w kazdym przedziale skonczonym 0 <KV 

Mozemy napisad q = | i r=^, gdzie q u r, i <j *0 sa fcnk- 
cjami klasy C. Mamy rowno^ci 

a n + K=-[f q 1 (t—T)f n (r)dT + j r x {t-r)g n {r)dr\ 

0 0 ■ 
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i wobec zalozenia 0 jednostajnej zbieznofci ci^gow {/*(£)} i {g n (t)} 
1 * f 

lim (a„+b n ) = q^t—x)f[T)dr + f r l (t—x)g{x) < 2 t} = 

G 0 0 

= 7 {/W} +7 {?(*)} ==« + &• 

Zupelnie podobnie dowodzi si§ twierdzenia o roznicy ci^gow. 
Aby ndowodnic twierdzenie o iloczynie ci^gow, piszemy 


t 

a n bn = qr{f fn{t—r)gn{r) aJrj, 
l o 


sk%d znowa na podstawie zalozenia o jednostajnej zbieznosci ci%g 6 w 
ifn(t)} i {g n {t)} wynika, ze 

t 

lim a n b n = qr{f f{t — r)g(r)dr} = qr{f{t)}{g(t)} = ab. 

K 0 

Szczegolny przypadek mnozenia ci%gow mamy wowczas, gdy 
jbden z ci^gow jest staly, na przyklad a n = a. Wtedy z zalozenia 
lim b n =*b wynika, ze 

lim ab n — ab. 


Z twierdzenia o mnozenin ci^gow wynika, ze jezeli lim a n =a 
i lim b n = b ( 5#=0 i 6 „ + 0 dla n = 1 , 2 ,...) i jezeli ei%g ilorazowy 


ma granic§, to 



a 

b‘ 


Zalozenia zbieznosci ciagu ~ nie mozna tn pomin%c (w przeciwienstwie 

n 

do klasycznej teorii ci^gow), jak to pokaznje nastQpnj^cy przyklad 1 ): 

Niecli 



i) Podany przez C. Byll-Nardzewskiego. 
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wtedy lim a n — 1 i lim b R — —1. Natomiast ci^g 


K s—n- 


= {m nt } 


nie jest zbiezny. 

Istotnie, gdyby byl zbiezny, to istnialaby taka funkcja 

( 14 . 3 ) feC 

ze ei%g 

= U f e m f{t—i:)dx\ 

* 1 n ; 


(/H=0)r 


bylby jednostajnie zbiezny w kaidym przedziale 0eo iatwo wynika z de- 
finicji zbiezno£ci. Wowezas ei^g 


j e nv f(t Q — t) dr 
o 

bylby ograniczony. Bt%d na podstawie twierdzenia o momentach (zob. czqsc I, § 11) 
wynikaloby, ze f(t 0 —r) = 0 dla 0<r<* 0 , ozyli /(*)== 0 dla Poniewaz 

t Q moze bye nstaione dowolnie, wi§c f(t) —0 dla wszystkicb 0, eo jest sprze- 
ezne z (14.3). 

Udowodnimy jeszcze twierdzenie, ze jezeli f{X) jest funkcjq 
operatorowq, ciqglq, w pewnym przedziale I, i A 0 nalezy do I, to dla 
kazdego ciagu liezbowego i„, Jctorego elementy nalezq do I, zbieznego 
do graniey mamy 

lim 

Istotnie, z zalozenia ci%glosci wynika istnienie operatora g 
i funkcji parainetrycznej f%{K), ci^glej w obszarze D (A e l, 0t^«oo) 
i takiej ze 

fW = ifxW. 

Gdy to ci%g {t\(fn,t) —cl^zy do zera jedno¬ 
stajnie w kazdym przedziale skonczonym St%d wynika, 

ci %g f(h) = dfii^n) d^zy. (w sensie operatorowym) do granicy 


fan 
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§ 15 


§ 15. Szeregi operatordw 

Piszemy 

oo 

^ a n = a {i + a t -\-...=A, 

n=0 

jezeli ci^g sum cz^stkowych 

A n — a 0 -\-:..-^a n 

jest zbiezny do A. Mowimy wowezas, ze rozwazarty szereg ma 
sum$ A. 

jSTa przyklad 

i+j+J 2 +...=i^ ) 


poniewaz ciq,g sum czq,stkowych 

1 +... + 1- = s jl+ ^ +... + 
jest zbiezny do operatora maj^cego postac 


Oiekaw% klas§ szeregdw stanowi^ szeregi operatorow przesu- 
nigcia. Mianowicie szereg 

{1S.1) a 0 e!-?<* ++..., 

gdzie wspolezynmM ... sq, zupelnie dowolnymi liczbami zespo - 

lonymi, a wykladniM liozbami rzeozywistymi rosn^gymi 

do oo, jest zawsze zbiezny. ■ 

Dla udowodnienia tego rozpatrzmy najpierw ciqg fnnkcyj 
zdefiniowanych rownosciami 

{/#(*)} = i«o> 

{h(t}} = Z(a 0 + «xe- tfl ' W *) ) 

= l(a 0 + ai e-(A-W* + a 2 e-V>-M’), 

{f 3 it)} = l(a 0 + + a 3 e-^>), 
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O ile a l3 a 2 ,... s% dodatnie, funkcjom tym odpowiadajq, nast§- 
pujg,ee wykresy: 


ion 


iff*)} 


\m\ 


a 0 +a, 


\m 






Latwo zauwazyc, ze dla dalszych funkcyj 

ifM, {/•(*)},... 

wykres w przedziale 0pozostanie juz taki sam, jak dla 
funkcji {f 3 (t)}. Ogolnie biorg>c, w kazdym z gory danym przedziale 
skonczonym funkcje b§d^ 3 pocz^wszy od pewnego n, 

identyczne. B§dzie tak niezaleznie od tego, czy wspolczynniki 
rzeczywiste czy zespolone, cho<5 w ostatnim przypadku 
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wykres na plaszczyznie nie da si§ wykonae. Wynika st%d, ze ci%g 
funkcyj {/*($)} jest zbiezny jednostajnie w kazdym przedziale skon- 
czonym 

St^d dalej wynika, ze ci^g sum cz^stkowyeh 


a 0 &-P* 8 +... + a n e~Pn s =se^ 8 ■ Z( a; 0 +... + a n V s ) 

jest zbiezny i tym samym, ze szereg (15.1) jest zbiezny. 

Sum§ tego szeregu mozemy sobie interpretowac ja-ko masy 
a 0 ,a a ,,.. (dodatnie, njemne lub nawet zespolone) rozlozone w punk- 
tach albo tez impulsy lub uderzenia o warto^ciacb 

pojawiaj^ce si§ w ehwilach t=fr Q} 

Szczegolnie wazne s^> szeregi 

l'+ert* + er*fr + „. 9 


gdzie ft jest dowolnie ustalon^ liezb^j dodatni%. Mnoz%c taki szereg 
przez 1— e~P*, mamy 

(1 — er&)( 1 + e~P s + e~^ s + ...) = 

' = (1 + eH** + -f...) — ( e-? 8 + e~W* + ...) = 1 . 


Wynika sfcqd, ze 
i=^zp= l + e-t"+e-V'+... 


Latwo zauwazyc, ze operator 

1 1 
s l—e-P s 


\ 




3 



i 

l 

-1 

I 

j 


\ 

i 

1 

1 

1 

1 

*2 

l .. 

i 

i 

l 

i 

1 

I 

I 

1 

i 

i 

i 

i 

1 

1 

I 

l 

i 

1 

j t 


0 


20. 

3/3 

. J** 

¥ 


Rys. 93. 


jest funkcje, przedstawiaj^c% lini§ 
scbodkow% (rysunek 93). 

Wazn^ rol§ w zastosowaniach gra operator 


(15.2) 


9 


f 

1 —er-$* 




gdzie /={/(£)} jest dowo!n% funkcje, ktora poza przedzialem 

jest identycznie rowna zeru. Operator taki jest funkcj% ktorej wy- 
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kres znajdziemy, powtarzaj%c nieskonczenie wiele razy fragment 
wykresu funkcji {/(«)}, odpowiadaj^cy przedzialowi 0^t</3 (ry- 
sunki 94 i 95). 



Rys. 94. 


t 


A/VW. 


0 


j? 2fi 3£ 
Rys. 95. 


Operator (15.2) przedstawia wi§c funkcji periodycznq, (o ile 
tylko funkcja / jest rowna zeru poza przedzialem ( 0 <£</?). Z dru- 
giej strony, jezeli mamy dan% funkcjy periodvczna g i period jej 
•wynosi fi, to wyrazenie 

/=( l—e-P'jg 

przedstawia funkcji rown% zeru dla t>fi. Mamy wi§c twierdzenie: 

Funkcja g~{g(t)} (£>0) jest periodyczna mtedy i tylko wtedy, 
gdy daje sig przedstamc w postaci 

9 ~1 -er**' 

gdzie fi jest liczbq dodatniqa f={f(t)} jest funkcjq. rownq, zeru dla 
t>ft. Liczba § jest periodem funkcji g. 

Przyjmuj^c w szczegolno^ei = i {f{t)} = 2 (1 + 

1 i s 

(zob. przyklad 5 z § 10 ), mamy (po uproszczeniu) operator 


1 

(l+s 2 )(l-e-**)’ 

b§d%cy funkcji o wykresie przedstawionym na rysnnku 06. 




/X /X 

/■ » 

0 

jr 

2jt 3jt 4tc Sn 

6n 


Rys. 96. 


Operator ten moze mice zastosowania w elektrotechnice, przed¬ 
stawia bowiem wyprostowan% fal§ polowkow^. 
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§ 15 


Jezeli zas {/(*)} = — (1—e - ?* /2 ), to mamy operator (15.2) 
s '■ v 


sil+e-Psi*)’ 


ktory odpowiada tak zwanej fall prostokqtnej ; wykres jego jest 
przedstawiony na rysunku 97. # 




W f> ifi W 

Kys. 97. 

Wykres ten mozna tez znalezc bezpo^rednio przez rozwini§cie 
w szereg 

^^ a l(l-rW + r>--rW + ...) 

i zastosowanie ogolnej interpretaeji szeregow postaci (15.1). 

dwiozenie. Poda6 wykresy, odpowiad;vjace nastepujacym operatorom: 


(«) 


e~8s 


8(1 + 6 “?*)’ 


<» 


(s* + l)(l— «-**)’ 


(r) 


8—1 


3s 2 (I—6“*) 


Rachtmede nrv*ratru-nw 


10 





















ROZBZIAL IV 


Rownanie rozniczkowe x”(X)^wx(X) 

§ 16. Twierdzenie o jednoznacznosci 

Udowodnimy twierdzenie nastgpuj^ce: 

JeMi dane sq, operatory w, k 0 , \ oraz liczba rzeczywista X 0 , to 
istnieje go najwyzej jedna funkcja operatorowa w(X) 9 spelniajqca dla 
wszystkich X rzeczywistych rownanie 

(1^*1) x r, (X)—wx(X) 

oraz warunki 

®(Xq) =z]{jfQ) x ( 1 jo) = &i. 

Dowod. Przypm&my, ze istnieje dwie takie funkeje x x [X) 
i x 2 (X). Wtedy roznica 

x(X) =x 1 (X)-x 2 (X) 
spelnia rownanie (16.1) i warunki 
(16.2) ®(A 0 ) = 0 , a'(l 0 ) = 0 . 

Wystarezy udowodnic, ze jest ai(X)= 0 dla wszystkicli X rze- 
czywistyeh. 

Wprowadzajac funkej§ pomocmczq, 

y{X)=x'(X)x{2 l x-X)J r x{X)x'(2 t x~X), 

gdzie /x jest dowolng, liezb^ rzeezywistq,, mamy 

y'{X)=x"{X)x{ ! ±n-X)-x{X)x"(2 l x~X). 

Wobee (16.1) mamy dalej 

y'{X) =W3 >{X)x{2h-X)~!b{X) ■wx{2[x~X) =0; 
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zatem funkcja y{X) jest stala dla wszystkich X rzeczywistyck. Ale 
wobee (16.2) jest 

y{X Q ) ^x\X^)x{2(jL-X 0 ) + x{X Q )x\2fi^X Q ) = 0, 

skgd wynika, ze y{X) = 0 dla wszystkicli X , czyli ze 

x'(X)x{2/i~X) +x(X)x f (2jLi—A) =0. 

Poniewaz y bylo ustalone dowolnie, rowno^c ta musi zacho- 
dzie dla wszystkich X i y rzeczywistych. 

Podstawiaj^c w szczegolno^ci X = y, mamy 

2x{X)x'(X)~0 J 

czyli 

o. 

Zatem funkcja x(X ) 2 jest stala. Poniewaz za£ x(X o ) 2 —0 , wi§c #( 1 ) 2=0 
dla wszystkich X i w konsekwencji x(X)=0 dla wszystkich X. 
Twierdzenie jest udowodnione. 

§ 17- Przeditizanie rozwi^zari 

Udowodnimy teraz twierdzenie nast^puj^ce: 

Jepeli funkcja operatorowa x(X) jest okreHona w przedziale 
i spelnia w tym przedziale rownanie 

(17.1) x'(X ) = wx(X), 

gdzie w jest operatorem , to daje si$ ona przedluzyc poza przedzial 
a^X^p tak, ze bgdzie spelniala to samo rownanie dla wszystkich X 
rzeczywistych . 

Dowod. Jezeli funkcja x(X) jest tozsamo^eiowo rowna zeru 
dla a < 1 ^/?, to twierdzenie jest oczywiste, gdyz mozna j§. wtedy 
tak przedluzyc, zeby poza tym przedzialem byla takze rowna zeru. 
Jezeli uie jest tozsamo^ciowo rowna zeru, to wobee ei%glo£ci x(X) 
istnieje wewn^trz przedzialu a<X<fi punkt y, w ktdrym #(y)= 4 = 0 . 
Wprowadzajac funkcj§ pomocniczg. 

y(X)=px(X-p+y) dla p^X^p 1 =y+2(p-y) ) 

mozemy latwo sprawdzid, ze y(X) spelma w przedziale 
rownanie (17.1), jakkolwiek ustalimy operator p. Dobierzmy p tak, 

10 * 
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zeby bylo y{P)=a;(P); przyjmijmy wi§o P = ^Wtedy na pod- 
stawie rownania (17.1) mamy 

Poniewaz warto^ci funkeyj x(X) i y(X) oraz wartosci ich po- 
chodnych zgadzajg* si§ w punkcie mozemy te funkcje poi^czyc 
w jedn^. funkej§, okr^lon^, w caiym przedziale a^X^-px i spelnia- 
j%cg. w nim rownanie (17.1). 

Funkeja mozemy przedluzyc w ten sam sposob na przedzial 
hj gdzie pz = y+2(p 1 — y) = y+4(/?— y) i tak dalej az do 
nieskonezono^ei. 

W podobny sposob mozna tez przedluzyc na lewo az do —oo. 
Dowod jest wi§c zakonczony. 

Z twierdzenia tego oraz z twierdzenia ndowodnionego w para- 
grafie 8 (str. 123) wynika, ze jezeli o pewnej funkeji x(X) wiemy, 
ze spelnia rownanie (17.1) w pewnym przedziale skonczonym a 
to jest w nim jednoznacznie okreslona przez swojq, wartosd w dowolnie 
ustalonym punkcie tego przedzialu. 

Bowniez dla rownania drugiego rz§du zachodzi twierdzenie 
o przediuzaniu rozwi^zan: 

Jezeli funkeja operatorowa x(X) jest okreslona w przedziale 
i spelnia w nim rownanie 

{17*2) x"(X)=wx(X), 

to daje sig tak przedluzyc poza przedzial a^.X^p, ze bgdzie spelniala 
to samo rownanie dla wszystkich X rzeczywistych . 

Dowod. Jezeli funkeja x(X) jest tozsamoSciowo rowna zeru 
dla to twierdzenie jest oezywiste. Przypu&cmy wi§c, ze 

x i?) 4 s 0 dla pewnego punktu y, o ktorym wobec ei^gio^ci funkcji 
mozemy zaiozyd, ze lezy wewngtrz przedzialu a<Z</3 . 
Wprowadzaj^c funkcj§ pomocnicz^ 

A(X)=w[x(X)] 2 -[x'(X)? 

A'(X) = 2wx(X)x'(X)-2x'(X)x''(X)=0, 


ten 


mamy 


Przedluzanie rozwi^zan 


149 


§ 17 

sk^d w szczegolnofci wynika, ze 

Z€?[o?(A)] 2 —[ x'(X)f = c dla 

gdzie c jest stalym operatorem. 
Bozroznimy dwa przypadki: 

(A): c = 0. Wtedy jest 


lx'(X)f=w[x(X)T. 

i w szczegolnotei 

[x'(y)T=w[x(y)f. 
Pisz^c dla krotkoiSci 


(17.3) 

mamy u 2 = w i 


x'(y) 

U== -^ J T 

x(y) 

[x'(X 


Mech (ai,/^) b§dzie najwi^kszym przedzialem otwartym, le- 
zgeym w [a*,/?*] i zawierajqeym punkt y, takim ze’#(1)4*0 w (%,&). 
Poniewaz funkeja x(X) jest ci^gia, wi§c musi bye stale (zob. § 2} 
x*(X)=ux{X) lub x'[X) = — ux(X). Wobec (17.3) mozliwa jest tylko 
rownosc 

(17-4) ' x'(X)=ux(X) (%<1<A)^ 


Ale z ciggloM x(X) i x'(X) wynika, ze rownanie (17,4) b§dzie 
speinione rowniez na koncach przedzialu, a wi§e w caiym prze¬ 
dziale zamkni^tym Grdyby bylo a?(a x ) = 0 lub = 0, to 

mieliby^my x(X)=0 w caiym przedziale co jest nieprawd^. 

Jest wi§c x(a t ) =1=0 i x(P x ) =f= 0, sk^d wynika, ze a x = a i /5j==^. 

Poniewaz x(X) spelnia rownanie (17.4) w caiym przedziale 
[a,/?], wi§e daje si§ tak przedinzyc, zeby rownanie bylo spelnione 
dla wszystkich X rzeczywistych. Ale wowczas x(X) b§dzie tez spel- 
niac dla wszystkich X rzeczywistych rownanie (17.2), gdyz 

x r, {X) = ux'(X) = u • ux(X ) — wx{X). 

(B): c + O. Datwo sprawdzamy, ze funkeja 
y{X) — px(X — ^ J r y) J r gx t {X— ^+y) (^^l^^ 1 =y+2(^— y)) 
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speinia w [ftftj rownanie (17.2), jakkolwiek dobierzemy opera- 
tory p i 2- Operatory te mozna tak dobrad, zeby bylo y[P)=*a(ft) 
i czyli zeby 

px{y)+ qx'{y)=%(P), 
pos f (y) + qwx(y)=%'{$), 

gdyz wyznacznik 

*(y) ®'(y) • ' 

x'(y) wx(y) 

jest rozny od zera. Wtedy mamy 

y ,t [^)=p-wx{y)+g^wx\y)^wx{^)==x n {^). 

Poniewaz wartosci funkcyj x(X) i y(X) oraz wartosci icb po- 
cbodnyeb pierwszego i drugiego rz§du zgadzaje si§ w punkcie ft, 
mozemy te funkeje pol^ezye w jedne funkcj§, okreslon% w calym 
przedziale [a,$J i speiniaw nim rownanie (17.2). 

Funkcj§ t§ mozemy przedluzyc dalej w ten sam sposob na 
przedziai [a,/y, gdzie f$ 2 =y+4(/^—y), i tak dalej az do nieskon- 
czonoSei. Podobnie mozna je przediuzyc na lewo az do — oo. 

UdowodniliSmy wi§e, ze przedluzenie jest wykonakie w kaz- 
dym przypadku. 

Z ostatniego twierdzenia wynika, ze twierdzenie o jedno* 
znaeznoSei, udowodnione w poprzednim paragrafie dla przedziaiu 
nieskonczonego, jest rowniez wazne dla przedziaiu skonczonego. 



EOZDZIAL Y 


Drgania struny 

§ 18. Rownanie operatorowe struny drgaj^cej 

Przypu^cmy, ze struna o diugoici X 0 jest rozpi§ta wzdluz osi l 
od punktu 0 do A 0 . Funkcja x(X } t) oznaezajeca wycbylenie punktu 
struny o odci^tej X w cbwili t speinia rownanie rozniczkowe cz%stkowe 

<18.1) __ x , xx{Xjt) —a 2 Xtt(X } t) 

gdzie a = |/^5 P jest napr^zeniem struny, p zas mas% przypada* 

j%ce na jednostk§ dlugo^ci. Przy wyprowadzaniu tego rownania 
zaklada si§, ze struna jest doskonale gi§tka i ze wabania jej s% na 
tyle male, ze nie zmieniaje napr^zenia P, ktore pxzyjmujemy za 
stale. 

Zalozmy, ze w cbwili t= 0 struna pokrywa si§ z osie Xi ze 
■ez%stki jej nie maje zadnej pr§dkodci; odpowiada to zalozemiu 

(18.2) x{X,0) = 0 i &*(A,0) =0 (0 <A<A 0 )- 

Przypuscmy dalej, ze pocz^tek struny porusza si§ w kierunku 
prostopadlym do osi X i rueb jego jest okre^lony przez funkeje v(t)-, 
przypuscmy ponadto, ze koniec struny jest umocowany nierucbomo. 
Odpowiada to zalozeniom 

(18.3) ®(0 ,t)=v(t) i x(X o ,t) = 0 (0<*<oo). 

Wyznaczymy rueb pozostalycb cz%stek struny i pokazemy, ze 
rueb ten jest okreSlony jednoznacznie przez podane warunki. M6- 
wi^c jgzykiem matematycznym, rozwi^zemy rownanie cz%stkowe 
(18.1) przy zadanycb warunkacb (18.2) i (18.3) i pokazemy, zezna- 
lezione rozwi^zanie jest jedyne. 

Wobec zalozenia (18.2) operatorowe postacig. rownania (18.1) 

jest 

<18.1') .®" ; (l)=o***a(A) («>°)r 
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gdzie #(A)=={a?(A,2)}; warunki (18.2) s% juz zawarte w rowna- 
niu (18.1'). Natomiast warunki (18.3) maj^ teraz postad 

(18.3') a;(0)=v i #(A 0 ) = 0, 

gdzie v={v(t)}. 

Znajdzmy najpierw funkcje wykladnicze e Xw , spelniaj^ce 
rownanie (181')) to znaczy takie, ze 

(e* w )" — a 2 s 2 e Xw . 

Po wykonaniu rozniczkowania 
mamy 

w 2 e 2w = a 2 s 2 e* w 

i po podzieleniu przez e Xw (funkeja wy- 
kladnieza jest wsz§dzie rozna od zera) 

w 2 = a 2 s 2 . 

8t%d w~—as lub w=as. Istniej% wi§c dwie (i tylko dwie) funkcje 
wykladnicze 

0—otXs j 0(tZs 

spefanajg>ce rownanie (18.1'). 

latwo sprawdzic, ze kazda funkeja operatorowa ksztaftu 
(18.4) x(X) 


xA 



Rys. 98. 

Ksztalt struny w oliwili t. 


speinia rownanie (18.3/), jakkolwiek nstalimy operatory c 1 i c 2 . 
Dobierzmy te operatory w ten sposob, zeby byly spelnione wa- 
runki (18.3'), to znaczy zeby 


(18.5) 


xtfi) =e 1 -\-C 2 =V, 

*(1 0 ) = c 1 e~ aX ° s -f c 2 e“^** = 0. 


Rozwi%zuj%c ten uklad rownan, znajdujemy 

c, .• er*«*»v 

^ 1-e— 1 2 Sv - 

St^d mamy szukane rozwigzanie 

* ' 1 4—2aLs ~ 


(18.6) 


(0<A<A o ). 


§ 18 


R6wnanie operatorowe strnny drgaj^cej 
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Znaj^c wlasnoi^ei operatora przesuni§cia, mozna by to roz- 
wi^zanie napisad, uzywaj^e symbolow klasycznej analizy; jednakze 
uzyskane tq> drog^ wzory s% do£d skomplikowane, tak ze w dyskusji 
najlepiej poslugiwad si§ bezposrednio rozwi^zaniem operatorowym, 
ktore jest bardziej przejrzyste. 

Przedyskutujmy dla przykladu rozwi%zanie (18.6) przy za- 
lozeniu, ze 

a = ^ tO, 


(18.7) 


I1 dla 0<tf<4 I 
14 dla 4^t<ooj* 


Podstawiaj^c za A rozne warto^ci, mozemy latwo zanabzowac 
rucb poszczegolnych cz^stek struny. USTa przyklad dla A=2 mamy 


(18.8) 


m 


( er 8 —6~ 9s )v 
±— 6~ 108 


Dla operatora (er 8 —-e- 9 *)v mamy wykres nast£puj%ey 

A 



01 5 10 15 20 


Rys. 99. 

a st^d przez nalozenie fal przesuni^tych o 10, 20, 30,... jednostek 
znajdujemy wykres dla w{2): 



0 5 10 15 20 

Rys. 100. 


Wykres ten przedstawia rucb cz^stki struny o wspolrz^dnej 2 
Nsl rysunkacb 101 i 102 podajemy jeszcze wykresy dla punk- 
tow A = 5 i A = 8, ktore mozna znalezc w podobny sposob. 


J 

4 



J 

i 




/ t 

2 

7 r "^ 

-^zn a 

0 

5 10 15 20 


0 

5 10 

15 20 


Rys. 101. 


Rys. 102. 
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CJiekawy jest fakt, ze w omowionym przykladzie struna poru- 
sza si§ w taki sposob, ze funkcja x(X } t) weale nie spelnia rowna- 
nia ez%stkowego (18.1). lie spelnia go z tej prostej przyczyny, 
ze ruch ez^stek struny okreslony jest liniami lamanymi, wskutek 
czego funkcja %(X,t) nie wsz§dzie ma pochodne (nawet pierwszego 
rz§du). 

Mozna by powiedziec, ze w rzeczywistofci struna nigdy ostro 
si§ nie zafamuje i zawsze mozna traktowac x(X,t) jako funkej§ z dru- 
gimi pocbodnymi ci^glymi, a rysunki 98.-101 s^ tylko przyblize- 
niem i pewnyin uproszczeniem. 

Jednak tego rodzaju zalamania w praktyce ez§sto lez^ w gra- 
nicach bf§du pomiaru; wskutek tego nie oplaca si§ brad zbyt da- 
leko id%cych szczegolow, zwlaszeza ze wprowadzenie ich do raehunku 
ogromnie skomplikowaloby jego wykonanie oraz ostateczny wynik, 
ktory przy tym weale nie bylby dokladniejszy. W takieb warunkach 
zalezy nawet na tym, zeby w raehunku pomin^d drobne zaburzenia, 
ktore nie s^ istotne dla scharakteryzowania calo^ci zjawiska. 

]N*asz raehunek byl wia^nie w ten sposob przeprowadzony i jest 
matematyeznie zupeinie poprawny, o ile rownanie operatorowe (18.1') 
traktujemy jako podstawowe rownanie struny drgaj^cej. 

Bozwi^zania tego rownania s^» jednocze&oie rozwi^zaniami 
rownania cz^stkowego (18.1), ale tylko wowczas, gdy maj% drugie 
pochodne cz^stkowe ci%gle. Bownania cz^stkowego nie mozemy 
wi§c uwazad za ogolne rownanie struny drgajgeej, chyba ze nie 
b^dziemy weale troszczyd si§ o poprawno^c przeprowadzonych ra- 
chunkow lub ograniezymy si§ do klasy funkeyj, maj^eych drugie 
pochodne cz%stkowe ci^gle, eo znowu jest niewystarczaj^ce w za*- 
stosowaniach. Poprawnosc raehunku w zakresie operatorow po- 
chodzi st%d, ze wszystkie rozwazane funkcje s% rozniezkowalne 
w sensie operatorowym (nawet dowoln% liczb§ razy). 

Wedlug klasyfikacji przyj§tej w teorii rownan ez^stkowych 
rownanie (18.1) nalezy do typu Uperbolioznego . Z tego tez powodu 
funkcj§ operatorow^ b§d%c^, w fcisfym zwi%zku z tym rowna- 
niem, nazwalismy funJcejq, wyJcladniezq, hiperbolicznq, (zob. § 9 ).' 

§ 19. Ksztatt struny drgaj^cej 

Bysunki 97-101 nie przedstawiaj% ksztattu struny, lecz wy- 
kres ruehu poszezegolnych jej cz^stek. Interesuj 3 .ee jest rowniez 
zbadanie ksztaltu samej struny w dowolnie ustalonej chwih V 



Ksztatt struny drgaj^oej 
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§ 19 


Bozwihmy w tym celu rozwi^zanie (18.6) (przy zalozeniu (18.7)) 
na szereg nieskonezony 


xw = j? /r (10n+ ^ )s -r (10n+10_i ^ s )*. 

n=0 ' ' 

Przypu^cmy, ze ehcemy zbadac ksztalt struny w pewnej chwili 
* 0 < 10 . Wtedy te wyrazy szeregu, w ktorych wspolezynnik przy s 
jest wi§kszy od 10 , nie graj^. roli, gdyz przedstawiaj% funkcje rowne 
zeru w przedziale 0 <£< 10 . Mozemy wi§e zamiast x[X) badac funkej§ 



Zbadajmy osobno funkcje 

= {^{XJ)} = e T % i % % {K) = {w 2 (X,t)} = e~^°-^ 8 V} 
wobec rownofci (18.7) i wlasnofei operatora przesuni§cia jest 


w^t) = 


0 dla 

t —dla ^X^t<^X + 4:, 
4 dla |A + 4<t; 


x^(X^t) 


0 dla 0 <i <10 — ^X, 

t—10 + ^X dla 10-4-l<i<14-|l, 
4 dla 14-4-2 


Ustalajac dowolnie t =i 0 , znajdujemy st%d wykresy dla funkeyj 
#!(;,£ 0 ) i x^X,t 0 )j wykres funkcji przedstawiony jest na rysunku 103 
przez lini§ ci%gl^, a wykres funkcji x 2 przez lini§ kreskowan%. 




Odejmuj%e grafieznie lini§ kreskowan% od ci^glej znajdujemy 
ksztalt struny w chwih t 0 (rysunek 104). 
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Mozna podac czysto graficzny sposob znalezienia ksztaltu 
struny w chwili t, gdy dany jest wykres funkcji v. Dla wyprowadze- 
nia tego sposobu napiszmy rozwi^zanie ogolne (18.6) w postaci 
szeregu nieskonczonego 



(19.1) 


2( i 


(2 naZt+afys ~[2(/i-f 


)»■ 


Gdy 0 <£<aA 0 , to wystarczy wziqo pod uwag§ tylko jeden 
wyraz szeregu, mianowicie 


(19.2) 


e -aXs v . 


| 0 dla 0 ^ 2 <aAI 

{ v(t — aX) dla j 


odpowiada jemu powierzelinla przedstawiona na rysunku 105. 

Powstaje ona przez wodze- 
nie prostej rownoleglej do OP 
wzdluz krzywej OB A , przedsta- 
wiaj^eej wykres funkcji x=v(t). 
Chc%c miec ksztalt struny 
w chwili 4 , wystarczy przeci^e 
powierzchni§ plaszczyzng, pro- 
stopadl% do osi t i przechodz^c% 
przez punkt 4 ; ksztalt struny 
przedstawiony jest przez krzy- 
wg, przeei§eia BCD. 

Wynika st%d prosta kon- 
strukcja plaska, ktor% ilustruj% 
rysunki 106 a i 106 b. Gruba 
linia na rysnnku 106 a wyo- 
braza ruch pocz^tkowego pnnktu struny, gruba zas linia na ry¬ 
sunku 106 b wyobraza ksztalt struny w chwili t Q . Konstrukcja nie 
wymaga wyjammed. 



Eys. 105. 



0 1 2 3 4 5 6 7 t . 

Eys. 106 a. 



Ksztalt struny drgaj^cej 
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Z powyzszej konstrukcji widac, ze z biegiem czasu t krzywa 
OA' przesuwa si§ jakfal'a wprawo z pr^dkosci^, 1 /a. W chwili £=al e 
czolo fali dochodzi do koiica struny A=A 0 , gdzie nastgpuje odbicie 
fall. Przy konstrukcji odbicie wymaga uwzgl§dnienia drugiego wy- 
razu szeregu (19.1) 

— 6— a ^°—0 . 


Operatorowi 


<19.3) 


0 - tt{2Z 0 A)s y 


( 0 

\v(t —2aA 0 + aA) 


dla 

dla 


0 <«<a(2A 0 —A)) 
a(2A 0 -A)<i J 


odpowiada powierzchnia przedstawiona na rysunku 107. 



Cho%c miec ksztalt struny w chwili t; znajdujemy najpierw 
w poprzednio podany sposob ksztalt krzywej, o d p o \vi ad a j ace j ope¬ 



ratorowi (19.2). Jest to wi§c krzywa A’O z rysunku 106 przesuni§ta 
w prawo az do punktu ktory przy obeenym zalozeniu lezy na 
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prawo od punktu A 0 ; po przesum§ciu jej bedziemy mieli krzyw% 
ABCD podan% na rysunku 108 (do wykreflenia jej musimy oezy- 
wi^cie znad przebieg funkcji v dla wartosci t wi^kszycb od al 0 ). 
Od jej cz§dci ABG odpowiadaj%eej przedzialowi 0<A<A 0 musimy 
odj%<$ jeszeze luk oznaczony literami t 0 FG na rysunku 107. Luk ten 
przeniesiony na rysunek 108 jest oznaczony literami OFC ; jest on 

odbieiem symetrycznym luku GJD wzgl§- 


dem prostej OF. 

Definitywny ksztalt strnny jestprzed- 
Qf^.wionv na rvsunku 108 przez gruba li- 


y\. 




y\ 


.A 

_/\ 

- 

- 


V 

-V7 

—V 

—\J 

“V 

“V 



“A/ 

\y 

“A/ 

~\/ 



A/ 

Eys. 109. 

Eys. 110. 

Odbicie si^ 

Odbicie si§ 

fali syme- 

fali asyme¬ 

tryezne]. 

trycznej. 


ni§ ABF. 

Zalamanie tej linii w pnnkcie B po~ 
cbodzi od odbicia si§ fali i przesuwa si§ 

w lewo z pr$dko£ei£j> i; w cbwili 2 al^ 

zalamanie osi^gapunkt pocz^tkowy strnny 
i wtedy nast^pnje ponowne odbicie si§ 
fali. Do glosn doebodzi wowczas trzeci 
z kolei wyraz szeregu (19.1), a ksztalt 
struny w pozniejszej cbwili mozna zna- 
1 ezd przez odpowiednig, kombinaej§ trzeeb 
lukow. 

Stosuj^c graficzn^ metod§ badania,, 
mozna latwo przestudiowad sposob od- 
bijania si§ fali przy zadanym z*gory jej, 
profilu. Na podanycb obok rysunkaclL 
przedstawione jest sposobem kinemato- 
graficznym odbicie si§ prostej fali syme- 
trycznej i asymetrycznej. 

dwiczenie. jPrzestndiowao metodg, grafi- 
cznq, odbicie si$ fali w przypadkn a — 1, gdy wy- 
kres funkcji v ma ksztalt podany na rysunka 111. 



§20 


Ogdlniejsze warunki brzegowe 
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§ 20. Ogdlniejsze warunki brzegowe 

' Zbadajmy jeszeze rucb strnny w przypadkn, gdy na obydwu 
koncach nadajemy jej dowolny rucb, okreflony funkejami ^ 1 ={^(t)} 
i i? 2 ={%(i)}. Jezeli dlugo^c strnny jest 1 0 , odpowiada to zalozeniu 


( 20 . 1 ) a?( 0 )=%, x{X 0 )=v z . 

Zakladamy ponadto, ze w cbwili t ~0 strnna jest rozci%gni§ta 
w spoczynkn wzdlnz osi L Mamy wowczas do rozwi^zania to samo 
rownanie co poprzednio 

(20.2) x n {X) = a 2 s 2 %{A), 

jedynie warunki brzegowe ( 20 . 1 ) sg> ogolniejsze. 

Latwo dobrad stale c x i e 2 we wzorze (18.4) tak, zeby warunki 
(20.1) byly spelnione. Wystarczy w tym celu rozwiazac uklad rownan 


(20.3) 


Cl+C 2 = %, 

c 1 e “° a ° 5 +^ 6 “^® = v 2 ; 


znajdujelny w ten sposob 


(20.4) ~ 
i st%d 

(20.5) 


v 1 —e ~^ a ^ 8 v 2 __ — e- 2 *^ v 2 ~f er^ j 2 

x __ e -2a^s • C 2 — . X—e-2 


(g— a ^ /S — g—a(2& t i—X)s'j _j_ ^ ^— a(Zo—X)s — 

x(k)=- - : - 1 _ e - 2 «^-• 


W szczegolnym przypadkn, gdy v 2 = 0 , wzor ten npraszcza 
si§ do postaci (18.6). 

Abstrabuj^c od sensn fizyeznego, funkeja (20.5) jest zawsze 
rozwi^zaniem rownania ( 20 . 2 ), bez wzgl§dn na to jakie operatory 
przyjmiemy za % i v 2 . 

Jezeli i v 2 sq, funkejami hlasy JC, to wspolczynnilci e x i e 2 , olcrei- 
lone wzor ami (20.4), sq rowniez funkejami Jclasy 3(. 

Istotnie, funkeja klasy 9( pomnozona przez operator przesu- 
ni§cia pozostaje nadal funkeja klasy 3(, Poniewaz suma i roznica 
funkeyj klasy 3C jest znown funkeja klasy 9C, wi§c liezniki wyrazen 
(20.4) S 3 > fnnkcjami klasy 5<C przy kazdym nstalonym l o >0. Liez¬ 
niki te s^j. dzielone przez mianownik 1 — 0 ~ 2a V inb, co na jedno 
wyehodzi, mnozone przez szereg 

1 _|_ 4- e -^Uos 4-.., j 

w wyniku daje to znown funkeje klasy SK. 
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W zupeinie podobny sposob mozna udowodnic twierdzenie: 
Jezeli % i v 2 sq funkcjami hlasy C, rownymi zeru- w punheie 
$= 0, to wspolezynniki (20.4) sq, rowniez funlccjami hlasy C rownymi 
zeru w punheie t= 0. 

Funkcj§ $(%) speiniaj^c^ rownanie (20.2) i warunki (20.1) 
mozna zawsze przedstawie jako sum§ 

x{X)=x x {X) +x 2 (X), 


gdzie x x (X) i x 2 (X) spetniaj% to samo rownanie (20.2) i warunki 

®i(O)=0i, %Uo) = 0 > 

x%{ 0) =0, ^2(^0)“ %♦ 


Funkeja x x (X) przedstawia rucb struny, gdy jej koniec jest 
nieruebomy, funkeja za4 x 2 {X) przedstawia ruch struny, ktdrej po- 
ez^tek jest nieruebomy. Ksztalt struny w obydwn przypadkaeb 
mozna znalezc przy pomocy konstrukcji, podanej w poprzednim 
paragrafie (oczywi&cie z odpowiednig, orientaejg, rysunkow). Przez 
proste zlozenie wykresow mozna znalezd ksztait struny, gdy obydwa 

konce s§> ruebome. 

Cwiczenie. Znalezcmetod%graficzn^,ksztalt 

struny w cbwili t== przyjmuj%c, ze w chwili 

i= 0 struna spoczywa niertLckomo na osi X, kon- 
com jej zas nadajemy jednoczesnie ten sam ruck, 
ktorego wykres podany jest na rysunku 112.J 



§ 21. Jednoznacznosc rozwi^zania 

Udowodnimy, ze kazda funkeja operatorowa y{X), speiniaj^ca 
rownanie (18.1'), jest postaei (18.4). Istotnie, funkeja ta spebda 
w punkeie A — 0 jakie£ warunki poez^tkowe 

2/(0) = h 0 i y f (0)—h x . 

Ale we wzorze (18.4) mozna zawsze tak dobrac wspolezynniki 
e x i c 2 , zeby bylo 

x(0) — o x -\-c 2 = h 0j 
x'{0) = — c 1 as-\-c 2 as = h 1 , 

gdyz wyznacznik 


— as as 
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jest rozny od zera. Przy tak dobranycb wartoMacb c x i e 2 jest na 
podstawie nwagi koncowej z paragrafu 17 y(X)=x(X) dla wszyst- 
kicb l z rozwazanego przedzialu. 

Wyrazenie (18,4) b§dziemy nazywali rozwiqmniem ogolnym 
rownania (18,1'); wyst§puj% w nim dwie stale dowolne % i c 2 . 

Ziatwo teraz udowodnic, ze warunki (18.3 f ) lub ogolniej warunki 
(20.1) okreslajq, rozwiqzanie rownania (18.1') w sposob jednoznaezny. 
Istotnie, rozwi^zanie musi miec postac (18.4); z drugiej strony 
wobec warunkow (20.1) musz% by6 spelnione rdwno&i (20,3), ktore 
okre&aj^. stale e x i e 2 jednoznaeznie, gdyz 


1 1 
e-cOrf e aZ 0 s 


= e~ aX <> 8 4=0. 


W ten sposob jednoznacznosc rozwi^zan jest udowodniona. 

W szczegolno^ci wynika st^d rowniez, ze o ile istnieje f unkeja 
spetniaj^ca rownanie cz^stkowe (18.1) i warunki (18.2) i (18.3), 
lub ogolniej warunki (18.2) i 


x(0,t)• 

to jest ona jedyna. 


= ®i(<) i x{X 0 ,t)=v i (t) 


(0 00), 


§ 22. Nieskoriczenie dluga struna 

Struna taka nie istnieje w rzeczywistosci, jest to tylkopewien 
sposob wyrazania si§. Cbodzi 0 rzecz nast§puj%c^. 

Przypu^cmy, ze w warunkacb omowionycb w § 18 obserwujemy 
strung w czasie 0 ^.t<aX 0 . Pisz^c rozwi^zanie (18.6) w postaei 

(22.1) x(X)=e-“*sv+b(X), 

gdzie 

( 6 — 1 — 0—a( : JL o -X)s^ y 
6 J—2<*V ~ 7 


m 


widzimy, ze funkeja b(X)—{b(X,t)} rowna si^ zeru dla 0<^<A o 
i 0<t<aA o . Wskutek tego wyraz b(X) we wzorze (22.1) mozna po- 
min%(S, ograniczaj^c si§ do badania funkcji ^ , 


( 22 . 2 ) 


x(X) — er-^v. 


Jest wtedy 

x[Xjt) — 


0 

v(t — aX) 


dla 0 aA, 
dla 0 


Rachunek operacor6w 


11 
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Widad, ze czolo fall posuwaj^cej si§ od pocz§>tkowego punktu 
struny, w chwili t znajduje si§ w punkcie X=t/a; fala posuwa si§ 
z pr§dkoscia 1 la = VW- Pr§dko^6 fali jest proporejonalna do dm- 
giego pierwiastka z napr^zenia struny i odwrotnie proporejonalna 
do drugiego pierwiastka z liniowej g§sto&ci struny. 

Gdy struna jest bardzo dluga, to rozwi^zanie (21.2) przyjmu- 
jemy jako rownanie jej ruchu i mowimy, co nie jest calkiem po- 
prawne, ze struna jest nieskonezenie dluga . 

Znajdimy teraz rozwi^zanie x(X) rownania 

x /r (X) — a 2 s 2 x(X), 

ktore by w przedziale nieskonezonym 0<A<oo bylo funkeja para- 
metryczn%, zgdaj^e ponadto, zeby 

(22.3) x{0)^=q. 

Ogolne rozwi%zanie tego rownania ma postad 


x{X) = c x e~ aZ8 + c 2 e cas . 


Jezeli x(X) ma bye 'funkeja parametryczn%, to jej warto^c w punk- 
eie 0 i w dowolnie ustalonym punkcie A 0 musi bye funkcj% klasy 3C; 
wobee tego wspdlezynniki e x i e 2 mmzq, bye rowniez funkejami 
klasy 3C (zob. § 20). St%d wynika, ze c 3 =0, w przeciwnym bowiem 
razie przy duzveb wartofeiacb X skladnik e 2 t aZs przestawalby bye 
funkejg, klasy S^C i x{X) nie bylaby funkeja parametryeznq,. 

St%d wynika, ze nasze rozwi^zanie redukuje si§ do postaci (22.2); 
poniewaz z warunku (22.3) wynika, ze e x —v, wi§c szukanym roz- 
wi^zaniem jest funkeja (22.2). 

Bla struny nieskonezonej mozna wi§e rozwi%zywae rownanie 
od^razu w przedziale nieskonezonym; rachunki s% w ten sposob 
krotsze, a wynik otrzymujemy ten sam. 

Interpretuj%c to z punktu widzenia rownan rozniczkowych 
cz%stkowyeh, widzimy, ze jedyn^ funkeja spelniaj^c^ rpwnanie 

%u(X } t) = a 2 X‘tt[X ) t) 

w obszarze 0^A<oo, 0^t<oo z warunkami - 


(22.4) 

jest funkeja 


x(X } 0)=x t {X } 0) = 0 
x(0 } t) =v(t) 


x (X,t) = 


0 

n(t—aX) 


dla 0;<l<aA, 
dla 0^aX<t. 


(0 ^ A<00)y 

(0 ^t<oo) i , 


fan 
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W niektorych. podr§cznikach. xaehiuiku opexatoxow opxocz 
warunkow (22.4) podawany jest jeszcze warunek 

(22.6) lim x{X,t)=0. 

Z->oo 

Jak z powyzszej dysknsji widac, warunek ten jest zupelnie zby- 
teezny 1 ). Jest to intuicyjnie zroznmiale, gdyz pr§dko6c fali jest 
skonezona, zadne wi§c zabnrzenie w nieskonczonofci nie moze do 
nas doj^c po skonezonym ezasie. 


§ 23. Struna vsr polu grawitacyjnym 

Dotycbczas zajmowalismy si§ mebem "struny przy zalozeniu, 
ze nie dziala na nia zadna sila zewn^trzna. Przypugdmy teraz, ze 
struna jest rozei^gni^ta w polu grawitacyjnym dzialaj%cym prosto- 
padle do niej. Wtedy rownanie rozniezkowe cz%stkowe b§dzie mialo 
postac 

Xju(X,t) == a 2 [Xtt{X,t) +gj, 

gdzie g oznaeza przy^pieszenie grawitacyjne. Przyjmnj%c, ze 
w chwili t= 0 struna lezy niernebomo na osi X, mozemy napisac 

(23.1) • m(X } 0 ) = Wt(X 9 0) = 0 - (0<A<1 0 ). 

Zalozmy jeszcze, ze konce struny s^ unieruchomione, to znaezy, ze 

(23.2) * a){0,t)=(c{X O) t) — 0 (0<i<oo). 

gdzie X 0 jest dlugofci^ struny. . 

Wobec warunkow (23.1) rownanie operatorowe b§dzie mialo 
postac 

(23.3) x"(X) = aH*x(X) + a*gl; 
warunkom zsl& (23.2) odpowiadajg* warunki 

(23.4) x( 0)=a?(l 0 ) = 0. 

1 ) Podr^czniki t© stosiij^ metod§ transformacji Laplace’a; warto zanwazyd, 

ze przy tej metodzie nawet wprowadzenie warnnkn (22.5) nie daje moznosci 
ndowodnienia, ze otrzymane rozwi^zanie jest jedyne. 


n* 
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liatwo zauwazyc, ze rownanie (23.3) jest spelnione przez 
funkej§ operatorowg, stal§j 

%(A)=~a 2 #; 

funkeja ta nie spelnia jednak warunkow (23.4). Przypugcmy, ze 
istnieje funkeja ${X) spehxiaj^ca rownanie (23.3) i warunki (23.4). 
Wtedy roznica 

y(X) = %{X)—% 0 (X) 
spelnia rownanie jednorodne 

y"(X)=a 2 s 2 y{X). 

St%& wynika, ze y{%) jest postaei 

y(l)==c 1 ^«^ + r 2 e <a », 
czyli ze « 

x{2.)—e 1 e~~ aXs + e 2 e aA5 ~a 2 ^ 3 ; 

operatory i c 2 wyznaczamy tak, zeby warnnki (23.4) byly spei¬ 
nione 

c l + o 2 —a 2 gl B = 0, 
c x (T al * s + c 2 e aX ^ — a 2 gP = 0. 

St%d mamy 

(1 — e~ a *° 8 ) a 2 gl 2 . (e —i tt *° s — e~ 2ct ^° 8 )a 2 gl z 

Gl== iZT^^v 1 C2== 

i ostateeznie 

( _1 _|_ e -2aVg-oO* __ 6 ~a(J<,+t)s e -cc(U 0 -rZ)s __g—<*(Oo-A)s\ £3 

&(A) = a 2 g -:--* 


Patwo sprawdzic, ze wyrazenie w liezniku przedstawia funkeja 
parametryczn%, ktora jest rowna zeru dla 0 </L<A 0 i 2aX 0 <t. St%d 
wniosek (zob. § 15), ze funkeja o?(A,jf) jest periodyezna wzgl^dem t 
przy kazdym ustalonym 0< A<1 0 . Struna drga, wracaj^c do swego 
polozenia w odst^pacb ezasu 2aA 0 . 

Zbadajmy ksztalt struny w ustalonej cbwili 
W tym celu wyrazenie na x(X) rozwijamy w szereg, zast^pu- 

• . \ Oa 

j^c w nim czynnik ——przez £ e- 2naZ ^ i wykonujge mnoze- 

-L 6 n —o 

nie. Z szeregu tego wystarezy wzi^d tylko te wyrazy, w ktorych 
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wykiadniku wspolczynniki przy s s% bezwzgl^dnie mniejsze od aA 0 . 
Ograniczamy si§ wi§e do badania wyrazenia 

{y( X,t)} = (—1 + b~ aXs + e-“<V-*)s) a?gl s . 

Dla 0<t<4 a ' l o mamy 


>/('M) = 


^[-t*+(t-aX)*+ 0] 

^(-t 2 + 0 + 0) 


dla 0<A<-, 
a 

dla -<A<A 0 — 

- ° a 
- -— [— t 2 ~\~ 6 ~\r (^— ciXq-\- aX) 2 ~] dla 

2i u 


a dla iaXo^t^aAo 


y(*,t) 


a 2 g 


^[-« 2 +(t-aA) 2 +0] 


dla 0<A<A o --, 


£^[_t2 + (i_aA) 2 + (t-aA 0 +cdl) 2 ] dla A 0 — 
2 


a?g 


[— t* + 0 + (t— otA) 2 ] 


dla 


■ <A<A„ 


W szczegolnogci jest 


y(A,iaA 0 ) 


^A(A 0 -2A) 


dla 0<A<£A o , 
dla iA 0 <A<|A„, 
^(A 0 -A)(2A-A 0 ) dla -|A 0 <A<A 0 ; 


a* 9\t 
-32*° 
a A g 


y(X,iaX 0 )=—— A(A 0 -A) dla 0<A<A o ; 


_£^A(3A 0 — 2A) dla 0<A<±A», 

y(X, J aA 0 ) == [--&A? + (A-W 2 ]«V dla }A 0 <A<iA 0 , 
_^(A 0 -A)(A 0 +2A) dla iA 0 <A<Aoi 

y(A,aA 0 )=—a^A(A 0 —A) dla 0<A<A o . 
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Korzystajgn z tych wzorow latwo juz narysowac ksztalt struny 
w ckwilaeh J=ial 0 , k a h) i a ^o i (*ysunek 113). Interesnj^ce jest, 


t=±aX . JL—■■■_ 

A 

--V 

0 

f=-5- a ^-n 


A 

0 


/ "P- 



ze w chwilacb t = £ al 0 i t = aA 0 struna nklada si§ wzdluz luku pa- 
raboli. Ifatomiast w chwili t=-j-al 0 cz§$c &rodkowa struny jest 
zupeinie prosta/w, chwili zas t=\aX^ silniej uwypuklona ku dolowi. 

§ 24. Drgania struny przy pewnych szczegdlnych 
poloieniach poczqtkowyeh 

Przypu^dmy, ze struna jest umocowana nierucliomo w punk- 
taeh A=0 i 1=A 0 i ze ksztalt jej w chwili t—0 dany jest przez f unk cja 

( 24a ) a;{A,0)=>sm~i- (0<A<A 0 ), 

gdzie [x jest liczb% dodatni^, h zas liczb^ naturaln% (rysunek 114). 


o 

.1 Rys, ; !I4. Ksztalt struny w ekwfli i== 0 (ft = 5). • 

>; " . V N 

Zakladamy, ze cz^atki struny nie maji$ w chwili t— 0 zadnej 
pr^dko&ci, to znaczy, ze 

(24 - 2) o*(A,0) = 0 (0<A<A 0 ). 
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Zalozeniu, ze konce struny s% umocowane nieruckomo, odpowia- 
daj3> warunki 

(24.3)' *(0,«)=0 i x{X a ,t) = 0 (0<Z<oo). 

Zakladamy wreszeie, ze na strung nie dziala sila grawitacji ani 
zadna inna sila zewngtrzna. Rownanie rozniczkowe ez^stkowe struny 
ma wi§e postac 

Wobec (24.1) i (24.2) mamy 


{ x tt ( A,t )} = s 2 {a? (2, £).}— Sju sin 


kn). 


zatem rownanie operatorowe ma ksztalt 


(24.4) 


x"(A)~~a 2 s 2 x(A) = -aV^sin 


Ten A 


(0<A^A o ), 


warunki za£ (24.3) zapisujemy w postaei 

(24.5) .a;(0) = 0 i ®(A o ) = 0. 

Zbadamy, czy operator o da sig wyznaezyc w taki sposob, zeby 
funkcja 


(24.6) 


. TcnA 

x(A) = c sm ~—, 

A 0 


maj^ca ksztalt podobny jak prawa strona rownania (24.4), byia 

rozwi^zaniem tego rownania. Podstawiaj^c (24.6) do (24.4) znajdu- 

, Ten A 

jemy po uproszczeniu przez —sin —— 


7*2 a.2 

0 — 2 —h ca 2 s 2 — a 2 {is , 


sk^,d 




{IS 


k 2 n 2 




cos 


lint} 

glaJ' 


aHt 


Przy tak wyznaczonym wspolczynniku c funkcja (24.6) spel- 
nia rownanie (24.4); ale widac, ze spelnia ona rowniez warunki (24.5). 
Zatem ruch. struny okre^lony jest wzorem 

x{ A } t) *a jlc cos sin (0 < 1 < A 0 , 0 <t<oo). 

aX 0 A 0 
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Wida6 stifcd, ze strana ma stale ksztalt sinusoidy, zmienia 
si§ natomiast amplituda. W chwib t = 2w ^ g ^°- ( w =p i v 

amplituda jest rowna zeru i struna rozprostowuje si§ zupelnie 
Czpstodd drgania wynosi 

k 

n 2aA 0 ' 


Dla A —jest stale — w punktacb tych, 

zwanyek wgzlami, struna jest stale nierucboma. Liczba w§zlow 
wynosi k—1; im jest wi§ksza, tym wyzsza jest czpstosic drgania. 


Warunki naszego zadania mogq, bye w przyblizeniu zrealizo- 
wane w instrumentacli muzyeznycb, posiadaj%cych struny. 3STapr§ze- 
nie stran jest tam na tyle wysokie, ze sila cipzko^ci nie gra przy 
nim wi§kszej roli. Przez' przytrzymywanie struny palcem w od- 
powiednim miejscu mozna wywolac powstanie wgzlow, przez co 
struna wydaje ton znaeznie wyzszy niz normalnie. Sq, to tak zwane 
tony flazoleiowe. W rzeezywisto^ci nigdy nie uda si§ uzyskac zu- 
pelnego unieruchomienia struny w wpzlach, przez co powstaja 
dodatkowe nizsze tony harmoniezne, nadajgne flazoletom odcien 
bardzo mipkki i mily dla ueba. 

Eozwi^zmy jeszeze to samo zagadnienie struny, zmieniaj^e 
i waranek (24.1) na nastgpujgpy 



(24.7) 


.®(*,Q) =/jX{X 0 -A). 


Zakladamy wipe, ze w cbwili t = 0 
struna ma ksztalt luku paraboli (rysu- 
nek 115). Pozostale warunki (24.2) i (24.3) 
pozostawiamy bez zmiany. 

Teraz rownanie operatorowe ma postac 


Kys. 115. Ksztalt struny 
w chwili t — 0. 


(24.8) =—c?!MsX(X 0 -~X). 

Szukamy najpierw rozwiqzania wielomiennego 
x o(A) ..= + a x X -f- a % X 2 . 

Podstawiaj^c to wyrazenie do rownania (24.8) i porownuj^c wspol- 
czynmki przy rownych pot§gach X 7 znajdujemy 



§24 


Szczegolne polozenia pooz^tkowe 


169 


Fankcja x 0 {X) spelnia co prawda rownanie (24.8), lecz nie 
spelnia warunkow (24.3). Ale kazda fankcja postaci 

x{X) = c x e~ aX8 + e 2 e** 8 + (r 0 ( X) 

jest rowniez rozwi^zaniem rownania (24.8); dobieramy operatory 
c x i c 2 w ten sposob, zeby 


^(0)=c 1 + o 2 -— = 0, 




Mamy wtedy 


2fi(l — e~’ cU <» 8 ) 
a a s a ( 1 — er' 2aX ° s ) 




2 fX (G aXt ^ — (T %aX $) 
a*£ 3 (l— e~ 2aXttS ) ’ 


a st^jd 

2 m ( 14- 6 —2cOoS _j_ e ~ats __ e —a(M-X)s e ~ a(V- X)s — g-«(Ms)^3 

a, w = ^--- 1-e-^ - + 


-f- uX{X^ — X)l. 


Bozwi^zanie to jest podobne do znalezionego w paragrafie 23 
dla struny w polu grawitacyjnym. Tam jednakze strana drgala 
mi§dzy osi^ X a parabola x=—a*gX{X 0 —X) 7 w obeenym zas przypadkn 
drga mi§dzy parabolami x= l uX(X 0 —X) i x=—/xX(X 0 —X). 


§ 25. Drgania struny przy dowolnie zadanym poloienin 

pocz^tkowym 

Meeh cp(X) b§dzie dowoln^ funkcj% liczbow^ ei^bgl^ dla wszyst- 
kich X rzeczywistycb, tak^ ze 

(25.1) -<p(-X) = (p(X)=:<p(X+2X 0 y r 

<p(X) jest wi§c fankcja nieparzyst% i periodyezn^ o periodzie 2^. 



Rys. 116. 


Z wlasno^ci tych wynika, ze <p(kX o )—0 dla kazdego k ealkowitego. 
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£atwo sprawdzic, ze funkcja operatorown x x (X )— 
(a + 0) ma pockodngj ciggl^ x'i(X) i ze 



x\ ( X) — asx x { X)—a<p(X)-, 


istotnie, mozna napisad 

t Ct2r\~t 1 

%('•) =s {f (p { X + ^j dx } == S { f ’’(a) dT )’ 

0 aA 

sk%d 

aX-\-t 

a£(A)=s{^ J = asj^A +^j— = asx l {X)~~a<f{X). 

'aX 

Podobnie funkcja operatorowa x z {X) ==.L(i —(a =)= 0) ma 
pockodn% ci%glg, ^ ' 


x r 2 (X) =—asx z (X) + a<p(X). 

St^d wynika, ze funkcja 

x{X)=$[xi{X)+x 2 (X)'] 

ma pockodn% ci%gl$ 

7 «'(*). = *a:s[%(l)-a? 2 (l)] 

i ponadte jeszcze drugg. poehodn^. ciggi% 

= i a 2 ^(A) +x 2 {X)]-~aHcp{X). 

TJdowodnilismy tym samym, ze funkcja 


<25.2) x W ={*(A’J)}=|{^A +£)■+?(*-!)} 

spetnia rownanie rozniczkowe operatorowe ' 

(25.3) x”(X) = a 2 s 2 x[X)—a 2 S(p(X); 

jest to rownanie struny przy warunkack pocz^tkowyck 

x(X ) 0)= ( p(X), x i (X } 0)=0 (0<1<1 0 ). 
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Wobee (25.1) widad, ze 


a?(0,«) = 1 

.^) + 9 ’( _ l)] ==0 ’ 



^0+1) + ^°-^)] =| 




czyli w postaci operatorowej 


(25.4) #(0) = 0 i x{X 0 )==0. 


Zatem funkcja (25.2) przedstawia ruck struny o koncack nierucko- 
myck i dowolnie zadanym polozeniu poczgtkowym; przy tym 
cz%stki struny nie maj^ w ckwili t = 0 zadnej pr^dkosci. 

Bozwi^zanie (25.2) znal juz d’Alembert. Korzy^c z uj§cia 
operatorowego polega na tym, ze w rownaniu (25.3) mozemy za (p{X) 
przyj^c dowolne funkcja ci^gl^ (spelniaj%c^ warunek (25.1)), a wi§c 
niekoniecznie rozniczkowalm^. kTatomiast o ile wyckodzimy z row- 
nania cz^stkowego 

0CM{Xjt) = a*Xn{X } t), 

to funkcja (25.2) mozna uwazac za rozwi^zanie tylko wtedy, gdy 
funkcja <p(X) jest dwa razy rozniczkowalna, co nie wystarcza w za- 
stosowaniack (zob. § 18). 

Ponadto rackumek operatorow zapewnia jednoznaczno^c roz- 
wig>zania. Istotnie, gdyby oprocz x(X) istnialo jeszcze drugie roz- 
wi^zanie x x {X) rownania (25.3), speknaj^ce warunek (25.4), to roz- 
nica y(X) = x(X)—x x (X) spelnialaby rownanie jednorodne 

y"(X) = a*s*y(X) 


i w konsekweneji mieliby^my 

y{X) = G 1 e- aXs + c^. 

Ale 

c x + g 2 = 'If (9) —8(0) =0—0=0, 

\ c 1 e~^ + c 2 e a ^ = y(X 0 )^x(X 0 )—x 0 (X 0 ) = 0—0 = 0; 


st%d o x = c 2 = 0 i w konsekweneji y(X) — 0, czyli x(X)'~—x 0 [X)— 0. Boz- 
wig>zanie (25.2) jest wi§c jedyne. 

Wzor (25.2) nadaje si§ ^wietnie do grafieznego badania rucku 
struny. Przypu^cmy na przyklad, ze w ckwili 
^=0 struma zostaje szarpni§ta w jednej czwar- 
tej swej dlugo^ci. Polozeniu pocz^tkowemu od- 
nowiada wtedv wvkres podanv na rysnnkn 117. Rys. 117. 
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ion 


Wykres przedstawia funkcj§ <p(X)- w przedziale 
Funkcj§ t§ przedluzamy do — oo i do +oo zgodnie.z wzorami 

(25.1) (rysunek 118). 


Rys, 118. 

Aby teraz znalezc ksztalt struny w chwili t, wystarezy wy- 
kres funkcji przedluzonej przesungc o dlugosd — w lewo oraz o t§ 
sa m% diugo^d w prawo i graficznie znalezc srednig, arytmetyczng. 


, A 


— - 


Rys. 119. 


dla obu plzesuni^tych wykresow (rysunek 119). 

Metoda ta jest ogolna. 

Ka rysunku 120 podajemy ksztalt struny, 
znaleziony tym sposobem, w przeci^gu polowy 
okresu drgania. 

(5wiczenia. 1. Stosuj^c wzor (25.2) znaleic 
rozwi^zanie w przypadku 

as(A, 0) — — 

,i porownac je z rozwi^zaniem znalezionym w paragra- 
fie 24. 

2. Stosnj^o metod$ graficzn^, przestudiowac ruch 
struny 

(a) przy polozeniu poczq/fckowym podanym na ry¬ 
sunku 115; 

(P) przy polozeniu pocz^tkowym podanym na ry¬ 
sunku 121. 




Rys. 120. 


Rys. 12r. 
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§ 26. Drgania struny przy zadanej pr$dko£ci poczqtkowej 

Wyznaczymy teraz ruch struny, gdy zadane sg, warunki 

a?(A,0) = 0, a>((A,0)=v>(A) (Q=S|A<A 0 ), 

#(0,1) = 0, a?(A 0 ,i) = 0 (0<t<oo) 

przy zalozeniu, ze nie dzialajg, na nig, zadne sily zewn^trzne. 
Wtedy rownanie operatorowe ma postac ■ 

(26.1) #''(A) =a 2 s 2 a;(A)—aV(A), 

a warunki - 

(26.2) a?(0) = 0, *(A 0 ) = 0. 

Zauwazmy, ze jezeli x(X) spelnia rownanie (26.1) z warunkanoi 

(26.2) , to funkcja 

y(l)=sx{X) 

spelnia rownanie 

y"{X)=aWy{K)-o?sip{X) 
z tymi samymi warunkami (26.2). Jest wige 

y(A)=i{ V (A + l)+V>(A—1)}, 

a st§.d 

»(A)-!{/[»(»'+1)+»,(»-|)] *). 

0 

§ 27. Inne interpretacje 

Bownanie cz%stkowe 

(27.1) = a 2 Xu{X,t) 

wystgpuje nie tylko w teorii struny drgajgeej, ale takze w wielu 
innych zagadmeniach fizycznyeh. Przypu^cmy na przyklad, ze 
wzdluz osi A nmieszczony jest pr§t o wspolczynnikn skrgcalnosei E 
i masie d przypadajgeej na jednostk§ dlugosci. Jezeh przez- ®(A,1) 
oznaezymy kgt skr§cenia pr§ta o wsp6tcz§dnej A w chwili t, to 

dojdziemy znowu do rownania (27.1), gdzie a 2 =-j. Bownanie 

mozna tez uwazad za rownanie drgan podluznych pr§ta sprgzy 
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stego. Zauwazmy wreszcie, ze rdwnanie (27.1) jest przypadkiem 
szczegolnym rownania telegrafistdw 

x , '(X)={Ls+B)(Gs+G)x(X), 

ktore omowimy obszerniej w rozdziale 8. 

W poprzedniej dyskusji ograniczyli£my sip do jednej tylko 
interpretacji fizycznej, mianowicie do przypadku struny drga- 
jaoej. Zakres zast'osowan jest oczywiscie • szerszy, gdyz rachnnki 
zawsze bgd% takie same, niezaleznie od fizycznej ich interpretacji. 

§ 28. Ogolne uwagi o zagadnieniu brzegowym 

Zagadnieniem ogolniejszvm od oinawianych. poprzednio jest 
nastppuj%ee: 

Dla danego rownania cz^stkowego 

(28.1) xu(X,t) — a 2 x ti [X,t) 

nalezy znalezc rozwiazanie ktore by spehnalo warunki 

(28.2) *(1,0) = 99(1), ■ , *<(1,0) =9>(1) (0<1<1 0 ), 

( 28 - 3 ) *(0,i)=o 1 (f), *(1 # ,«)=^) (0«<oo). 

Warunki (28.2) bvwaj% nazywane warunkami Gauohy’ego , a 

(28.3) warunkami brzegowymi. Warunki (28.2) i (28.3) razem wzipte 
nazywajq, sip warunkami mieszanymi, a cale zagadnienie, polega- 
j%ee na znalezieniu rozwi^zania x{X,t) rownania (28.1) przy warun- 
kacb (28.2) i (28.3), zagadnieniem mieszanym. 

Odpowiednikiem operatorowym jest rownanie 

( 28 - 4 ) *"(!) = a 2 s 2 *(l) — dH<p(X)—c$y>(X) 

z warunkami 

( 28 - 5 ) ®(0)=®i, *(!„)=® 2 . 

Warunki Oaucby’ego weszly tu juz do sarnego rdwnania; po- 
zostaly tylko warunki brzegowe (28.5). Omawianemu zagadnieniu 
mieszanemu dla rownania cz%stkowego (28.1) odpowiada zagadnie¬ 
nie brzegowe dla rownania operatorowego (28.4). To ostatnie za- 
gadiueme jest jednak ogolniejsze, dopuszcza bowiem rozwisfczania, 
SenSU w odniesieniu do rownania czastkowego .(28.1) 


Iran 
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Mozna wyroznid cztery przypadki szezegdlne: 

I. 99 = 0, ^ = 0 i 0^ = 0; 

II. 9? — 0, y) = 0 i ^=0; 

III. <p — Q r % = 0 i v 2 = 0*, 

IV. y = 0, % = 0 i V 2 = 0. 

Oznaczmy odpowiednio przez 

(28.6) i 

rozwiqizania rdwnania (28.4) z warunkami odpowiadaj^cymi tym 
szczegolnym przypadkom; bpdzie wipe 

x'l{X) = a 2 s 2 * 1 (l), *!(0) = 0, * a (l 0 ) =» 2 ; 

4'(l) = a 2 s 2 * 2 (l), *2(0)=^, - ® 1 (4)= 0; 

* 3 (l) = a 2 s 2 * 3 (l)—a 2 9 >(A), * 3 (0) =* 3 (4o) =°; 

*r(l) = a 2 s 2 * 4 (l)-a 2 S9)(-l), 0 4 (O) =* 4 (1 0 ) = 0. 

Dodajqn do siebie wszystkie cztery rownosci rozniezkowe i ozna- 
czaj^c 

so(X) = 4 “ 4 " 4 * m&W 

otrzymamy rowno^c (28.4). Eiinkcja x(X) b§dzie ponadto speimac 
warunki (28.5). 

Eonkcje (27.6) mozna nazwac rozwiq^cmiami podstawowymi 
danego zagadnienia brzegowego. - *W paragrafach 18, 25 i 26 zna- 
lezlissmy rozwi^zania podstawowe %(^) i Eunkcj§ %(1) 

mozna otrzymad z wzoru (20.5), p,odstawiaj%c ^—0. 

Kazde rozwiazanie zagadnienia brzegowego^ (28.4) i (28.5) jest 

sum% rozwi^zan podstawowych. 

Grdy cp{X) i y{X) s% funkejami ci^glynii, a v x I v % funkejami 
klasy 3( r to wszystkie podstawowe rozwi^zania.. s% funkejami pa- 
rametryeznymi. St^d wynika, ze wowczas w(X) jest rowniez funkcj% 
parametryezn^,. 

Eozbicie zagadnienia brzegowego na cztery przypadki 
szczegolne moze przedstawiad pewne korzyfci raebnnkowe, gdyz 
pozwala stosowad metody indywidnalne do znalezienia rozwi^zan 

podstawowyck. . . n 

Droga ta oczywifcie nadaje si§ rowniez do rozwi^zama ogoi- 

nego zagadnienia mieszanego dla rownania czastkowego (28.1). 
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Rownanie ciepta 

§ 29. Funkcja wykiadnicza parabollczna 

Funkcja wykiadnicza paraboliczna er^* b§dzie grata podobng, 
rol§ w rtiwnaniu eiepla, ktorym zajmiemy si§ w tym rozdziale, jakg, 
funkcja wykiadnicza hiperboliczna gra w teorii rownania struny 
drgaj^cej. 

Dla wprowadzenia jej bierzemy najpierw funkcja parametryczn^ 

J , (A)={J , (A ) i)} = j^pexp^-yj (0<A<oo). 
Mamy rownosc 

v*™- *} 

o 

vt 2 X 2 

i po podstawieniu — =-— \-a 2 

.4t 4 1 / 

(2M, MW- eE P (-1) ) - {£ «» (-5)j ■ 

Mamy dalej 
<29.2) 

0 ' 

Poniewaz pochodna cz^stkowa 
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jest ci^gla dla 0<A<oo ? 0<tf<oo, mozemy napisa6t 3 / 2 iP(A)=— -IF(X) 
i w konsekwencji 

(29.3) 1"(A) = -|4P(A). 

Funkcja operatorowa F(A) daje si§ przedluzye na wszystkie 
warfcofci rzeczywiste A, tak zeby rownanie (29.3) bylo nadal spel- 
nione (zob. § 17). Wtedy b§dzie wobec wzorn (29.2) 


F(0) = s 3 / 2 



= s 8 / 2 (M'/ 2 ) = 1. 


St%d wynika, ze przedluzona funkoja J?(A) jest funkcj% wy¬ 
kiadnicza 

P(A)=e-^. 


Dla dodatnicb wartosci A funkcja ta redukuje si§ do funkcji para- 
metryeznej 


(29.4) 



Funkcj§ er x V* b§dziemy nazywali funJcojq, wykladniczq, para- 
bolicznci ze wzgl^du na jej zwi%zek z rownaniem ciepla, ktore we- 
dlug ogolnej Masyfikacji rownan cz^stkowyeb zalicza si§ do typu 
parabolicznego, 

Warto tez zanotowac wzor 




ktory wynika od razu z (29.1). 

Funkcja wykiadnicza parabobczna jest soisle zwi^zana z funkcjci 
blzdu (str. 106). Istotnie przy A>0 jest 


(29.5) 


le-M- 




podstawiaj^c w ostatniej calce a — ! zna j ( ^ 11 -i-' r1 ' 1 ?’ 

A 


(29.6) 


i e~ X V~‘ — jcerf — r r i, 

s \ 2 F*r 


IS 


Rachuook opcrator6w 
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cerf 2 = 


=w /'- 


•-^da — l— erf f. 


Funkcja cerf jest ci%gla i maleje w przedziale 0^i<oo od 
1 do 0 (zob. § 54, cz§Sc I). 

Wobec cerf 0 = 1 widac, 
ze wz6r (29.6) jest prawdziwy 
nie tylko dla A > 0, ale takze 
dla A = 0 (w przeciwienstwie do 
wzoru (29.5), ktory przy A = 0 

daje z lewej strony -, z pra- 
s 

wej zaS 0). 

Symbol cerf ma oznaczad 
nzupelpienie (complementum) 
do fankcji erf (podobnie jak 
na przvklad ctg oznacza uzupelnienie do fankcji tg). 



§ 30. Niektdre analityczne wlasnosei fuukcji 
wykladniczej parabolicznej 

Przy kazdym nstalonym A>0 operator er~*¥* przedstawia 
pewn^j funkcje zmiennej 2, okreSlongj wzorem 

(3°-i) m,t) = -£= cpf-a. 

2 f£i» *\ it)'. 

Zbadamy przebieg tej fankcji. 

Jest to w kazdym razie funkeja dodatnia dla 0<«oo. Widad 
tez, ze 

limF(2,t) = 0 i limF(A,«) = 0: 

f->oo 

st%d wynika, ze maksimum F(A,2) jest osi%gni§te wewn^trz prze* 
dziabi 0<2<oo. Aby to maksimum znalezc, przyro wnuiemv no- 
chodn^ wzgl^dem 2 

(30. 2 , 


ti 


ion 
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A 2 

do zera. St^d widad, ze maksimum jest osi%gni§te w punkeie 2 = — 
i wynosi 

(30.3) P(Aa« = ||/5. 

Ze wzoru (30.2) widad tez, ze 
lim 

t+o+ yt 

oznacza to, ze styczna do krzy wej 
staje si§ pozioma, gdy punkt 2 Rys. 123. 

zbliza si$ do zera. 

IT a rysunku 123 podajemy wykres fankcji (30.1) przy A=l. 

Uwaga. Jezeli przyjmiemy .F(A,0) = 0, to F b§dzie funkcj% 
klasy C (przy kazdym ustalonym A>0). Funkeja ta ma pochodn^ 
rown% zeru w punkeie 2=0. Mozna udowodnid, ze wszystkie jej 
pochodne sg. rowne zeru w punkeie 2=0. 



*A 


§ 31. Temperatura pr§ta przewodz^cego eieplo 

Wyobrazmy sobie, ze przez pr$t dlugoSci A 0 przecbodzi oS 
zmiennej A, tak ze poez^tek pr§ta ma wsp61rz§dn% A=0, konieczaS 

X=X$. Przypuscmy, ze K oznacza prze- 
wodnictwo ciepla, g eieplo wlasciwe, d zaS 
g^stoSe pr§ta. Przypuscmy dale], ze Sciana 
boczna pr§ta jest doskonale izolowana, 
tak ze eieplo moze doplywac i odplywad 
jedynie koncami pr§ta. Jezeli przez #(A,2) 
oznaezymy temperature warstwy pr$ta o wspolrz^dnej A w cbwili 2, 
to b§dzie spelnione rownanie cz^stkowe 


i 


3 


X 


% 


Rys. 124. 


(31.1) ««(A,t) =a 2 X t [k,t), 
gdzie a = Vrijz. 

Przypuscmy, ze w cbwili t=0 temperatura w calym prgeie 
wynosi 0 - 

(31.2) *(A,0)-0 (0<A<A 0 ) 


i ze znamy przebieg temperatury na obydwu koncach preta, miano- 
wicie „1 

(31.3) x(6,t)=mrX(i 0 ,t)=0 (0<f<oo). 

12 * 
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Zadanie polega na wyznaczeniu rozkladu temperatury w do- 
wolnej cbwili *>0. Matematycznie cbodzi wi§c o rozwi^zanie row- 
nania rozniczkowego (31.1) przy zadanyeb warunkacb (31.2) i (31.3). 

Wobec zalozenia (31.2) rownanie (31.1) mozna zapisad w sym- 
bollce operatorowej v? nast^pnj^cy sposob: 

(31.4) x"(X) = a?sdt!{Xy, 
warunkom za£ (31.3) odpowiadajg* warunki 

(31.5) 0(0)=^, o?(A 0 ) = 0. 

Szukamy uajpierw fonkcyj wykladniczycb e Zw , spelniaj^cych 
rownanie (31.4), to znaczy takieb, ze 


= a?se* ,w . 

Po wykonaniu rozniczkowania mamy 

W 2, gZm _ a 2 s e Zw i 


sk%d 


w* = a*s 

i w——aYs lub w=aVs. Istniej^ wi§c dwie (i tylko dwie) funkcje 
wykladnicze 

e -aXjl l e aX\l^ 

speiniaj^ce rownanie (31.4). 

Kazda funkcja operatorowa ksztaltu 


(31.6) ... ce(2.) = e 1 e- ttJ 'V‘+c !l e ai V‘ . 

spelnia rowniez rownanie (31.4), jakkolwieknstalimy operatory c x i c z . 
Bobierzemy te operatory w ten sposob, zeby 

so(0) =c 1 + c 2 — v 1 

(31.7) w 1 * ’ 

a?(A 0 ) = c 1 e~ aX *'8 -) -c z e aX *V* = 0. 


Bozwi%zuj%c uklad rownan, znajdujemy 

v . — $—%**•¥* •v. 

Cl ~i 1 Cs— • 

St%d szukane rozwi%zanie rownania (31.4)’ 

(g—caf^s — g— a(2l — X) Y*} /y 


(31.8) 




1 — e —2a^Y~s 


I CiTI 
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Latwo udowodnid, ze kazda funkcja operatorowa y(X) spel- 
niaj^ca rdwnanie (31.4) jest ksztaltu (31.6). Istotnie, funkcja ta 
spelnia w pnnkcie A = 0 jakieg warunki 

y(0) = ft 0 i ff'COj-J* 

Ale we wzorze (31.6) mozna zawsze tak dobrad wspolczynniki <% i c 2y 
zeby 

#( 0 ) = Cl 4 " ~ 

o?'(0) — — C 2 a[/i =)fc 1 , 

gdyz wyznacznik ... . . 



jest rozny od zera. Przy tak dobranych wartosciacb c x i o 2 mamy 
y(Xf~at(X) dla wszystkicb X (zob. § 16 i 17). 

Skoro kazde rozwi^zanie rownania (31.4) jest ksztaltu (31.6),, 
to jedynym rozwi^zaniem, spelniaj^cym warunki (31.5) jest funkcja 
(31.8) gdyz wspdlczynniki e 1 i e 2 zostaly wyznaczone jednoznacznie 
z rownan (31.7). ” 

Eozwi^zanie (31.8) mozna latwo przystosowac do racbunkow 
liczbowycb przez rozwini^cie go w szereg nieskonczony. Aby to 
poprawnie przeprowadzid, przypomnimy najpierw pewne wiado- 
mofci z klasycznej teorii szeregow. 

§ 32. O zbie£no£ci szeregdw liczbowycb 

Z analizy wiadomo, ze kazdy ciqg Uezbowy nie malejqey 

A lt A a,..., 

kfoorego wszystkie wyrazy sq> wspolnie ograniczone 

A n ^M (n = 1,2,...), 

jest zbiezny 1 ), 

St^>d wynika, ze szereg Uezbowy 

a l+ a 2+*“ 

o wyrazach nieujemnyeh jest zbiezny , skoro tylko jego sumy ezqstkowe 
sa wspolnie oqraniczone 

i) Kuratowski [22], str. 29, twierdzenie 3; Leja [23], str. 22, 1°. 
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Korzystajg.c z ostatniego’-twierdzenia, udowodnimy, ze szereg 

(32.1) 


i , 1 , 

l? + 2^ + ' 


jest zbiezny. 

Istotnie, z rysunku 125 widad, ze pole zakreskowane lezy 
pod krzyw% y = -j', skq,d wynika, ze 

X 



1 1 1 

I 2 n l n 

Zatem sumy ez%stkowe szeregu (32.1) s^. wspolnie ograniczone przez 
liczb§ Jf=2. Poniewaz wyrazy tego szeregu s% dodatnie, wi§c szereg 
jest zbiezny. 

Bozumowanie to nie daje jednak dokladnej wartoaci sumy 

_2 

szeregu; w paragrafie 40 udowodnimy, ze suma ta wynosi —. 

6 

STatomiast szereg harmoniczny 

1 ^2 

nie jest zbiezny i wobec tego nie przedstawia zadnej liczby (skon- 
czonej). 

Istotnie, z rysunku 126 widac, ze pole zakreskowane jest 
wi^ksze od pola zawartego mi§~ . 

X . A 

dzy krzyw% y=~ a osig. x, to i/i- 
znaczy ze 


11 fdx 

1 ' 2 J x * 



Rys. 126. 


s — 
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ran 


Ogolnie mamy 

n+-l 

i , , i r d$ . ; , _ 

1 + - + n > J -J = ]n{n + 1) > 

1 

to znaezy, ze sumy ezgjstkowe rozwazanego szeregu sg> wi§ksze od 
ln(w+l). Poniewaz ln(^+l) dg.zy do nieskonczonogei przy n^oo, 
wi§c sumy czg,stkowe tym bardziej dgzgj do nieskonezonofci i szereg 
jest zbiezny. 

<3wiczenia. 1. Udowodnic, ze szereg -jj + fast zbiezny. 

2. Udowodnic ogdlniej, ze jezeli p>l 9 to szereg jest zbiezny. 

3. Udowodnic, ze jezeli p< I, to szereg *p+^+*** i 68 ^ rozbiezny. 


§ 83. Kryterium majoranty 

Udowodnimy nast§puj%ce twierdzenie: 

Nieeh 

(33.1) «i+«2 + — 
i 

(33.2) ri+r 2 +— 

b$dq, szeregami liezbowymi o wyrazach rzeczywisiych. Jezeli 

(33.3) \a\ <y n (n— 1 , 2 ,... ; /5>0) 

% jezeli szereg (33.2) jest zbiezny , to szereg (33.1) jest rowniez zbiezny . 

Szereg (33.2) spetaiaj%cy nierowno^ci (33.3) nazywamy majo- 
rantq, szeregu (33.1). Twierdzenie powyzsze mozna wypowiedziec 
slowami: Jezeli pewien szereg ma majoranty zbieznq , to sam jest zbiezny. 
Dowod. Mecb 

(33.4) + ^ + 

b^dzie szeregiem, ktory powstaje z szeregu (33.1) przez zastgpienie 
liczbg. 0 wszystkicb wyrazow ujemnycb; podobnie, niech 

(33.5) ai+a £+... 

b§dzie szeregiem, ktory powstaje z szeregu (33.1) przez zastgpienie 
liczbgj 0 wszystkicb. wyrazow dodatnicb i zmian§ znaku w wyra- 
zacb pozostalyeb. 
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Wtedy jest 

(33.6) (ai + ... + cL n )~~{a( +... + «*) =% + .•• +««, 

(33.7) (ai + ... + a n) + ( a i / +--» + ° r n) —i a il + • •• + l Cf «| ^ 7 i + --* + 7 w ^Jf, 
gdzie M=fi(y 1 +y 2 +...). Z (33.7) wynika, ze 


ai + ... + a'n i a{ + + 


poniewaz wyrazy szeregow (33.4) i (33.5) sg> nieujemne, wi§c szeregi 
te s% zbiezne. 

Wobec (33.6) wynika dalej, ze ci^g sum cz^stkowyeb « x +...+ a n 
jest zbiezny, czyli, ze szereg (33.1) jest zbiezny. 

Udowodnione twierdzenie ma liezne zastosowania. Wynika 
z niego na przyklad, ze szeregi 


Zj k X} n * l 2 

n— i 


■— +■—+ 
2*T3«T- 


oo 



•s% zbiezne; jest to oczywiste dla pierwszego szeregu, dla drugiego 
mi wynika ze wzorow 


2 ( n — 1)2 : 


It —1 






(»+ i) 


o< 


(» = 1,2,.„). 


Cwiczenie. Udowodaic zbieznosc szeregow 

(P) 


. v 1 I ; , 1 

(“) p 2 s + 3 3 


1+1+1+ 

J2 ~ g2 ~ g2 “•'* 


§ 34. O jednostajnej zbieinosei szeregbw funkcyjnych 

Niech b§d% funkcjami ograniczonymi w pewnym prze¬ 

dziale I. Mowirfly, ze szereg funkcyjny 

/x(^)+/a(<) f-... ' 

jest w przedziale I jednostajnie zbiezny do fit), jezeli w tym prze- 
dziale ei^g sum cz^stkowyeli 

$n ( t) = f x (t) ... + f n ( t ) 
jest jednostajnie zbiezny do f(t). 


ion 
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Jednostajna zbieznogd cig,gu s n (t) do /(f) oznaoza istnienig 
ci^gu liczbowego s^e ^,... zbieznego do zera, takiego ze 

\Sn{t)—f(t)\^s n {» = 1 , 2 ,...) 

dla wszystkich t z przedzialu 1. 

Wobec tego mamy dla 2 nierowno^c 

I fn(t) | = | $n{t) Sn—l(t) | = /(£)] [^21— l{t) — /(t)]|^ 

f(t) i + |Sn-~ l(t) — f(t)\ ^£ n + £n—1 —y n , 

St^jd wynika twierdzenie: 

Jezeli szereg (34.1) jest jednostajnie zbiezny w przedziale I, to 
itsnieje ciq,g liczbowy y n zbiezny do zera , taki ze 

(34.2) \fn(t)\<y n (n^ 1,2,...) 

dla wszystkich t z przedzialu I. 

Z nierownosci (34.2) nie mozna jednak wnosid o zbiezno&ci 

szeregu (34.1). Istotnie, gdy na przyklad jest f n {t) — - w prze- 

n 

dziale I, to warunek (34.2) jest spelniony, a szereg •}+-£+... jest 
rozbiezny. 

Prawdziwe jest natomiast nast^pnj^ee twierdzenie: 

Jezeli w przedziale I jest spelniony warunelc (34.2) i jezeli szereg 
liczbowy 

71 + 72 +- + 

jest zbiezny, to szereg funkcyjny (34.1) jest w przedziale I jedmstajnie 
zbiezny. * • 

Mniej dokladnie mozna powiedziec: Jezeli szereg funkcyjny 
ma majoranfy liGzbowq, zbiezny, to jest jednostajnie zbiezny. 

Dowod. Jezeli t nstalimy dowolnie w przedziale I, to sze¬ 
reg (34.1) mozemy traktowad jako liczbowy. Jest on zbiezny na 
podstawie twierdzenia z poprzedniego paragrafu. Poniewaz t mo¬ 
zemy ustalid dowolnie, ^szereg (34.1) jest zbiezny w calym prze¬ 
dziale do pewnej Innkcji f(t). Zbiezno^c jednostajna wynika z nie¬ 
rownosci „.. 

\f{t) — fn(t) \=\fn+l{t) +fn+2{i) +— | < \fn+l (*)| + \U+2 (t) j + — < 

^ 7ii+l + ?n +2 + «•=■£» ? 
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gdyz ci%g liczbowy e n jest zbiezny do zera. (Zbieznoj^d ci^gu s n do 
zera wynika z rdTOO^ci e n =r—r n , gdzie F jest sum§, 7 F n za£ sum% 
ez^stkow% szeregu y x + y 2 -f....) 


0 


Przyklad. Jezeli 

W«)H vX ( * a ;i 2 \ 

lp esp r—) 


dla ^ = 0, 
dla 0<£<oo, 


to szereg f t (t) +f 2 (t)+... jest jednostajnie zbiezny w przedziale 
0<«<co, gdyz ma w tym przedziale zbiezny'majorant§ liczbow% 
Yi+ 72 +—} gdzie (zob. §30) 

y= l.J-\/± 

7 * v 2 4/l 2 f 7c e s ' 

dwiczenie. U&owodnio, ze szeregi 


(r)i^ a 

n=t **—i — *# ■ * 


cos (2 n —I) ttA 


n —1 ti~\ n —i 

jednostajnie ztiezne w kazdym przedziale. 


Uo>0), 


§ 35. Rozwtni^cle rozwiqzanla w szereg nieskonczony 

Mozemy napisac 


szereg jest zbiezny, gdyz ze wzoru (30.3) mamy 



co dowodzi jednostajnej zbieznogci szeregu w Mamrze { j 1 ). 

Wobec tego rozwi^anie (31.8) mozna przedstawid w postaei 

. 00 « 

X W=V\^J 6 -<r(2vVM) V* — ^ e -a(2vU-X) 

__ **=° i^=l > 


Wymita tez z ^lnego twierdzenia o sze- 
regacn pot^gowyct, ktdre podamy w paragraiie 50. 


§36 


Eozwiniijeio rozwi^zania w szereg nieskonczony 
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ion 


lub 






(2^ 0 +l) : 


4t 


lit- 




Oznaczxny w szezegolnosci przez (7(1). rozwi^zanie roraania 
■w przypadku, gdy v=i. Mozna wtedy napisac 


lub 

(35.1) 


1 oa oo 

0(k) =~-(jge-< 2v W>V‘—]>■ 

v=0 


(7(1, t) = 2 cerf a(2v; ? r +A) - J eerf . 

^ 2[/( 2^ 


v=0 


Fankcja (r(A^) przedstawia rozkiad temperatury w pr§eie, 
ktory w cbwili pocz^tkowej mial temperature 0 i ktorego poez^tek 
X—0 utrzymujemy stale w temperaturze 1, koniec za£ X=X 0 w tem- 
peraturze 0. 

przy pomocy fnnkcji G mozemy tez zapisac rozwi^zanie w przy¬ 
padku ogolnym, gdy temperatura pr§ta jest okreslona przez wa- 
xunki (31.3). Istotnie, wobee wzoru (31.8) mozemy napisac 

'd r 

0}(X.,t) — -j£ f V{t—T)G{X,T)dT. 


§ 36. Nier6wnoSci i modui 

Ka og6I nie da si§ powiedziec o dwocb operatoracb, ktory 
<l nicb. jest wi^kszy a ktory mrriejszy, podobuie jak nie da si§ to 
zawsze powiedzied o liczbacb. zespolonycb. W szezegolnym przy^- 
padku, gdy aib fuukcjami klasy 3C o wartoseiacbrzeezywistycli, 
to przez symbol 

a< b 

bedziemy rozumieli, ze 

\a(t)^b{t) 

dla wszystkicb wartosci t^0, w ktorycb obie funkcje s% ci^gle. 
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Jest wi§e na przyklad 

(36.1) a~*- r *<3 


6 1 

ite 3 X*s 


tf>0). 


co wynika z rachunku przepro wadzonego w paragrafie 30. 
Podobnie mamy 

Jt _ <* 

gdyz cost<l; natomiast mi§dzy s/(s 2 +l). a 1/25 me da si§ usta- 
lid zaden znak nierowno^ei, gdyz w pewnych pimktach sin t jest 
wi§kszy, a w innyeli mniejszy od £• 

Przez modal [a] funkcji a klasy ZK b§dziemy rozumieli po 
prostu 

|a| = l(a(i)}|={|ffl(«)|}; 

modal \a\ jest wi§c znowu funkcjq. klasy ZK. Jezeli ai b %% funkcjami 
klasy S'C, to 

|&+5| ^ |&| + \b\, \a * b\ ^ \a\ * |6|, 

gdyz 

\a(t)+b(t)\^\a(t)\ + \b(t)\, 

t t 

1 Ja(t— t)&(t) drj J\a(t—r)\ -\b(z)\d,T. 

o o 

TJwaga. Eowno^d |&.&|==|&|*|&j na ogol nie jest prawdziwa. 
Gdyby bowiem tak bylo, to dla a~l mieliby^my 
* t 

\fb{T)dT\=f\b(T)\dT, 

0 0 

co wcale nie musi zacbodzic. 

Przypnscmy, ze a H (n— 1,2,...) i a funkcjami klasy C. 

Jezeli istnieje funkcja g eC i ciqg Uczbowy e n zbiemy do zera , talcie ze 

(36.2) > \a n — (n— 1,2,...), 

to ciqg a„ jest zbiemy do a jednostajnie w hazdym przedziale skonczonym 0 
a wiqc jest takze zbiemy w sensie operatorowym. 

Istotnie, z cigglolei g wynika, ze dla kazdego przedzialu skonczonego 
istnieje liczba if, spebriaj^ca nierowno&c 

dla 

st^d 

|«n(0—dla 0^t^t Q , 
eo oznacza jednostajn% zbiezno£6 w przedziale 


§36 


Nier6wno6ci i modul 
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Mozna udowodnic takze twierdzenie odwrotne, ze jezeli ciqg a n funkcyj 
klasy C jest zbiemy do a jednostajnie w kazdym przedziale 0 to istnieje 
taka funkcja g e C i ciqg Uczbowy e n zbiemy do zera , ze zachodzq nierdwnoici (33.2). 
W ten sposdb definicja jednostajnej zbiezno^ci w kazdym przedziale skonczonym 
daje si§ zast%pi6 przez rdwnowazn^ definicja, w ktdrej nie ma juz mowy o zad- 
nyck przedzialacb. 


Cwiczenie. Udowodnic nierownosci 


(«) 


s 2 '-fd 




' as 


(a>0); 


• r 


a>o). 


§ 37. Nieskonczenie dlugi pr§t 

Wzor (31.8) mozna napisa<$ w postaci 


(37.1) x{X)=ve~ aX V‘ + b{l), 

gdzie 

oo oo 

•J){) i) =. q) | ^ q —a(2v^o+^-) e —a(2v^o—j. 

v=i v—l 

Ale wobec (36.1) jest 



P=1 

St^.d widac, ze gdy X 0 -+oo, to b{%) maleje do zera. 
Przyjmnjac, ze pr§t jest bardzo dlagi, mozerny we wzorze (37.1) 
pomin^c wyraz b(X) i napisad rozwi%zanie w postaci 

(37.2) %{X) =ve~ a *Y~ 8 

lab 



(36.3) 
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Funkcja ta przedstawia rozklad ciepla w pr$cie nieskoticzonym 
przy zalozeniu, ze w chwili t=0 pr§t mial temperature 0 i ze tem- 
peratura w punkcie 1=0 dana jest przez funkcj§ -y. Pr$t nieskon- 
Gzony jest oczywi^cie. idealizacj^, podobriie jak nieskoticzona, strum 
(zob. §22). 

Jezeli temperatura w pocz^tkowym punkcie pr§ta jest stala 

t?=—, to rozwi^zanie (37.2) iuozna napisad w postaci 
s 


ic(A) = -e- ca ^ 


(0 1< oo) 


lub 

(37.1) 


rl 


x{X ) t) =o.> cerf-^= (0<2<oo, 0<£<oo). 
2yt 


Uwaga. Funkcja (37,4) jest nieokreslona na prostej t—Q; jezeli jednak 
przyjmiemy 

a(2,0) — lim x(X,t) = 0, ' 

*->o 

to uczynimy jg, ci^glg, w ealej cwiartce plaszczyzny 
O^jKoo, 0^t<oo 


z wyj^tkiem jedynego punktu A = t = 0 (gdy co+0). Wskntek tego nie istnieja 
w tym punkcie pochodne cz^stkowe i r<5wnanie (31.1) nie moze w rum by6 spel- 
nione. Klopot ten odpada, gdy za podstawowe rownanie ciepla przyjmiemy t6w~ 
nanie operatorowe (31.4), gdyz przy wszelkick l rzeczywistych kazde jego roz- 
wi^zanie ma pockodne, nawet dowolnie wysokiego rz^du. 


Przy wyprowadzaniu wzora .(37.3) istotng, rol§ gral drugi 
z warankdw (31.3) to jest warunek 

( 37 - 5 ) *(A o ,t) = 0 (0<t<oo); 

dopiero po uwzgl§dmeniu tego warunku przeeh.odzilismy do gra- 
nicy przy l 0 ^>-oo. 

Do tego samego wzoru (37.3) mozna dojsd, rozwi<^zuj%e row- 
nanie (31.1) od razu dla ealej cwiartki 0<l<oo, 0<«oo*i zast§- 
puj%c warunek (37.5) przez warunek analogiezny 

(37 - 6) Urn«(/,() = 0 (0<t<oo> 

■ - 4->oo * 

przy zalozeniu, ze granica istnieje jednostajnie.' Warunek (37.6) 
mozna jeszcze oslabic, zakladaj^c tylko, ze funkcja x{A,t) jest w’pe- 
wien sposob ograniczona.- ; ~ 


ion 
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Sci^le mowi^c, b§dzie chodzilo o znalezienie rozwi^zania x[i 9 t) 
rownania (31.1) 

=a%f(l,i), 

ktore by spelnialo warunki 

(37.7) &(2,0) == 0 '(0<2<oo), 

cc{0,t)—v(t) (0<t<oo), 

(37.8) |&(A,t)|^m(£) (0^2<oo, 0^t<oo), 

gdzie v i m s% danymi funkcjami klasy C. Fankeja m nie b§dzie 
figurowala w samym rozwi^zaniu, gdyz znaczenie warunku (37.8) 
polega tylko na pewnym ograniczerdu funkcji ktdre zapewnia 

jednoznaczno^d rozwi^zania. 

W uj^ciu operatorowym obecne zagadnienie polega na zna- 
lezieniu funkcji parametrycznej #(2), spefaiaj^cej rownanie (31.4) 

X n (l) = a 2 SX{X) 

i warunki 

(37.9) <v(0)=v, 

(37.10) |^(1) | <m ■ ^ (0<A<oo). 

Ogdlne rozwi^zanie rozwazanego rdwnania ma ksztalt 

SB(i) =^6-^ + C^rs. 

Udowodnimy, ze przy zalozeniu, ze a?(2) jest funkcji parame- 
tryczn% spetniaj^c^ warunek (37,10), musi bye c 2 = 0. 

Istotnie, mozemy napisad 

(37.11) c 2 — x{X)6- aX ^ — c 1 e~ : “ a V’; 

ale wobec 

0 < e—“^1^ < 3 J/^5 

jest 

lim e-^V* = lim e- 2aA V* = 0, 

sk^d przy zalozeniu (37.10) wynika, ze prawa strona wzora (37.11) 
d^zy do zera przy X->oo. Musi wi§c bye c 2 =0. 

W ten sposob rozwi^anie rednkuje si§ do postaci 

a;(l)=o 1 6-^^. . ‘ 
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Z warunku (37.9) wynika dalej, ze e 1 = v; sk%d mamy szukane 
rozwi^zarde 

x(X) 

czyli w zwyklej, nie operatorowej postaci rozwi^zanie (37.3). 
Znalezione rozwi^zanie jest jedyne. 


Mozna pokazad, ze jezeli pominie si§ zalozenie (37.8) wzgl^dnie (37.10), 
to istniej^ jeszcze inne rozwigzania. Jest tu wi§c inna sytuacja niz w przypadku 
strnny nieskonczonej, gdzie warunek ograniezono&ci rozwi^zania nie odgrywai 
zadnej roli. W obecnym przypadku warunku ograniczonosci nie mozna pomin^c. 

Mozna natomiast zast^pic go przez nast^pnj^cy slabszy warunek: dla 
kazdej liczby i 0 > 0 istnieje taka liczba fi 0 , ze 


lim [e 0°^ max |aj(A,i)|] = 0. 

Jr+oo 0</<4 

Wtedy utrzymuje si§ jeszcze twierdzenie o jednoznacznoSci. Dow6d znajdzie 
czytelnik w pracy Tycbonowa o rownaniu ciepla x ).” 


Dla bardziej konkretnego zilustrowania sposobu rozchodze- 
nia si§ ciepla wyobrazmy sobie dtugi pr§t ze srebra o temperatu- 
rze pocz^tkowej 0°G; pr§t ten ogrzewany jest stale z jednego 
konea do temperatury 100° C. 

Potrzebne nam s% nast^pnj^ce stale fizyczne dla srebra: 


cieplo wla^ciwe e= 0,055; 
przewodnictwo K= 1,01; 
g§stosc (3=10,5. 

St%d mamy 



1/0,055 • 10,5 

r 1,01 


a* 0,76. 


Zmiany temperatury sg> wi§c 
okre^lone wzorem ? 


#(A, t) = l00 cerf 



Bys. 127, Bozcbodzenie si§ ciepla Po uplywie jednej jekundy tem- 

w pr^cie ze srebra peratura w odleglo^ci 10 cm od 

pocz^tku pr§ta podniesie si§ (teore- 
tycznie) zaledwie o 0,00001° C, co oczywifoie nie da si§ stwierdzid 


*) Tycbonoff [47]. 


ion 


§ 37 Nieskonczenie dhigi pr^t 193 

' do^wiadczaMe. Dysponaj^c termometrem, ktory reaguj'e na wa- 
hania 0,1° O, mozemy po jednej seknndzie stwierdzic podwyzszenie 
si§ cieploty najwyzszej w odleglosSci 4,8 cm. Maj%o zas termometr 
czulszy, ktdry wykazuje zmiany 0,001® C, stwierdzimy podwyzszenie 
temperatnry w odleglosci 8,2 cm. 

17a rysunkn 126 podalismy w postaci wykresu rozklad tempe¬ 
ratury w pr§cie po uplywie jednej, pi§ciu i *trzydziestu sekund. 


§ 88, Pr§t bez odplywu ciepla 

Pozwi%zemy teraz rownanie 


%u{X,t) = a?x t [X,t) 

przy zaiozeniach 

a?(l,0) = 0 
x(0,t)—v(t) 
%x{X o ,t) = 0 


(0^A^A o , Q^,t<oo) 
(0<1<A 0 ), 


(0^t<oo). 


W interpretacji fizycznej pie^wsza pochodna x&{X 0 ,t) oznacza 
HoM ciepla przeplywaj^c% przez punkt X G . Zalozenie, ze ta pochodna 
jest rowna zeru, oznacza, ze koniec pr^ta jest (podobnie jak jego 
cala boczna &ciana) doskonale izolowany od otoczenia. Zalozenie 
to wprowadziMmy w miejsce zalozenia z paragrafu 31, ze koniec 
pr§ta X — X 0 jest stale utrzymywany w temperaturze 0. 

Pownanie operatorowe ma w dalszym ci^gu ksztalt 


od'XX) — a 2 sx(X), 


lecz warunki na koncach pr§ta s^ okre^Ione przez rowno&ei 
a?(0)= v, x'(X Q ) = 0. 

Ogolnym rozwi^zaniem rownania jest funkcja 
%{X) + C^V* 

stale g x i c 2 wyznaczamy z warunkow 


x(0) = c 1 +c 2 = v, 

%'{X 0 ) = — c^aYse—^V* -f G^aYse^ 8 — 0; 
znajdujemy w ten spos6b 

v ve~~ 2a *°l* 

° l 9 ° 2 2aXz)fl 

13 


Rachunck opera to r6w 
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i ostatecznie 


x[X) 


( 6 —-j" 6 — V 8 'jty 

* 1 + 0 - 204 ^ 


Eozwi^zanie to tylko tym rozni si§ od (31.8), ze teraz w licz- 
niku i miamowniku wyst§puj 3 > sumy zamiast roznic. W tym przy- 
padku mozna stosowad rowniez rozwini§cia na szeregi, wyebodz^e 
z wzoru 


1 

1 _|_ er^fs 


oo 

1 + ^(—1 ye-toot'V*. 

V—t 


Dowod zbiezmosci jest taki sam jak poprzednio. Wzory zna- 
lezione tg> drogg. b§d^> si§ roznily od poprzednich tylko znakami 
i szezegdiowo icli wypisywad nie b§dziemy. 


§ 39. Szeregi trygonometryczne 

Szeregiem trygonometryeznym nazywamy szereg 

oo 

/( a? )=yy + ^ ( a « cos nx + b n Bmnco) r 

71=1 

gdzie a n i b n s% Iiczbami rzeezywistymi lub zespolonymi, x za& 
zmienn% o ktorej b^dziemy zakladali, ze przyjmuje warto^ci 
rzeczywiste. 

Istniej^ ogolne wartmki pozwalaj^ce stwierdzid w wielu przy- 
padkaeb, czy dana funkcja f(x) daje si§ przedstawic w postaci szeregu 
trygonometrycznego. Znane tez s^j od dawna wzory na wspolczyn- 
niki tego szeregu. 

Tutaj rde b^dziemy korzystali z ogolnej teorii, natomiast 
ograniezymy si§ do rozpatrzeuia kilku prostych przypadkow, kt6re 
k§d% nam potrzebne w dalszym ci^gu 1 ). 


i ) Nie mozemy zreszt% powoiae si§ na polskie podr^czniki analizy, gdyz 

nie ma w nicli twierdzen o jednostajnej zbieznosci szeregdw trygonometrycz- 
nycb (w cz^seioyycb przedzialacb). Twierdzenia za4 takie potrzebne przy sto- 
sowanm szeregow trygonometrycznyck do rozwi%zywania rownan rozniczko- 
Tvyok (klasycznych i operatorowycb). 


Szeregi trygonometryozne 


19S 


ion 


§ 39 


Udowodnimy najpierw, ze 


(39.1) 




^.iSium x 

-= - dla —7c<*<7t 

n 2 . 


i ze zbiezno^c tego szeregu jest jednostajna w kazdym przedziale 
zamkni^tym [*— x^x#] zawartym w (—7v ; k). 

]$Ta podstawie tozsamo^ci 


mamy 


2 cos lex cos ^ = cos x + cos ^ x 

X 

2[eosa?—cos 2x + ,.. + (— l) i_1 cos lex] cos- = 

f x 3a?] r 3a; 5afl , 

= COS- + COS — — cos— + COS— + ... + 

+ (—l)* -1 j^eos i) ® + cos + y)*] = 

= cos ^ + (— l)* -1 cos +1) a?, 


a stfj.fl 


(-1)" -1 COS nx= | + (-1) 


77=1 


*—i cos ( 

2 cos^-o? 


Oalkuj^c ostatni% rowno^d w granicacb od 0 do x, mamy 


(39.2) 

gdzie 


2 (-ir 1 sj ^r = f + (-vTimw, 


n =1 


iki ®) 


— f COS 
” J 2 cos ^ 




Wykonuj^c calkowanie przez ez^^ci, znajdujemy 


T 1 [" sin (A; -j -^-)x 1 C siu^^ sin(Z?~f-^')^ r at\* 

.■ Z *(*) = 2*4-1 [ cos ix 2 j cos 2 y 


13* 
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st%d mamy dla |o?|<%<7r 
I I*(x) |<gfc+T[cos|a? 0 ^T2 t /'cos 2 

o 



"Merdwnogc ta dowodzi, ze cisjg l k {x) d%zy przy fc->-oo do zera 
jednostajnie w przedziale. ® 0 ,® 0 ]. St%d wynika twierdzenie. 

Dla ®=± 7 c szereg (39.1) jest, jak od razu widad, rowniez 
zbiezny, ale juz nie do ®/2 lecz do zera. Ponadto, z periodycznosci 
ginna; widad, ze szereg (39.1) jest zbiezny do funkoji periodycznej, 
przedstawionej na> rysunku 128. 



Bys. 128. 

Z szeregn (39.1) mozna wyprowadzid wiele innycb szeregow 
trygonometrycznycb. Na przyklad szereg 


(39.3) 




(~i r 1 

n 


sin 


mzX 

X 0 


mozna otrzymac z szeregu (39.1), podstawiaj^c cc~ —. 

Szereg (39.3) jest jednostajnie zbiezny w kazdym przedziale 
zamkni§tym, nie zawieraj^cym punktow (2ft—1)A 0 (ft calkowite). 
Mamy oczywi^cie 


<Pi(X) = X dla —X 0 <X<X 0 . 



Rys. 129. 
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Zast§puj^c w szeregu (39.3) X przez X 0 —X, dostajemy now% 
lunkcj§ 

■ oo 

... ,. .. 2A 0 x 1 1 

(39.4) p*(A) = nit*-*) = — 2 n X ’ 

n=l 

tak% ze ■ \ 

<Pi(X) = X «—A dla 0<A<2A„. 

Szereg (38.4) jest jednostajnie zbiezny w kazdym przedziale 
zamknietym, nie zawierajq,cym punktow 2 U 0 {k calkowite). 
Dodaj^c do siebie szeregi (39.3) i (39.4), mamy 

4/L 1 . (2n—1)«A 

(39.5) = ^2 2i=i sm — T, — ; 

n=l 

jest teraz 

(39.6) 9> 3 (A) 

Szereg (39.5) jest jednostajnie zbiezny w kazdym przedziale 
zamkni^tym, nie zawieraj^cym punktow k/. 0 (k calkowite), gdyz 
w takicb. przedzialacb kazdy z szeregdw (39.4) i (39.5) jest jedno¬ 
stajnie zbiezny. 


<pj 

1 

—i i—i r i, 

'Mill 


A. 2 A. 3A. 4A. 5A. 

i_i i—J 


|—A 0 dla -A o <A<0, 
| A 0 dla . 0 <c A A 0 . 


Bys. 130. 


nv ^ V 1 ain l—2 


1 . (2^i— l)id 


§ 40. Calkowanie 1 rdinlczkowanie szeregdw funkcyjnyeh 

TJdowodnimy nast^puj^ce twierdzenie: 

Jezeli dag funkcyj cigglycTi g n (X) (o wartoseiaeh liczbowych) 

jest zbiezny do g(X) jednostajnie w przedziale skonezonym [A^AJ, to 


* r 

f g(t)dt = lim./ g (t) dt 

. i "W 

dla a i A nalezqeych do przedzialu [A 1; AJ. 
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Istotnie, istnieje ci^g liczbowy e nj zbiezny do zera i taki, ze 


wobec tego 

x 



\9nW~9W\^n} 

A A X 

- fg(t)dt | <1/|g„(*)-<7(t)| dt\<\fs n .dt 

a a cc . 

= e n | X—a\ < e n (X 2 ~X x ) t 



Poniewaz cigg liczbowy e n (X 2 —X x ) jest zbiezny do zera, twierdzenie 
jest udowodnione. 

IJdowodniligmy nawet wi§cej, mianowicie, ze przy ustalonym a 
ci^jg funkcyj 

* 

&nW=fg n (t)dt 


jest zbiezny jednostajnie w przedziale [X Xl X 2 J. 

Poniewaz jednostajna zbieznoiSd ci^gti sum czsptkowycb ozna- 
eza jednostajn% zbiezno^d szerega, mamy st%d od razu twierdzenie: 
Niech . 

oo 

440 . 1 ) m= 2 m) 

n=1 


Hdzie ssseregiem funlccyj ciq,glyeh (o wartoseiaeh liczbowych) zbiemym 
jednostajnie w przedziale [A x ,X>j. Wowezas 

X oo A 

<40.2) Jf(t)dt= 2 ffnWdt 

« n —1 a 

dla a i X nalezqcych do przedzialu 

EownoSd (40.2) mozna tez zapisad w postaci 

<40.3) f 2 fn(t)dt = 2 f mat. ■ 

a n=l /t=l a 

Mozemy wi§c powiedzied, ze jezeli calkowany szereg jest jedno¬ 
stajnie zbiezny, to znak coilki wolno przestawiac ze znakiem suwiy* 
Przyklad. 


52 

0 J*=l 


c o snt 
n* 


dt 


_ V f ggg nt *4 vtsin nX 

^ J n 2 Ju n 3 


•jpl 0 


ion 


| 40 Catkowanie i rtfzniczkowanie szoregow fimkcyjnych 

Kapiszmy teraz 

A 

<40.4) F„(l)=f f n {t)dt+y n , 

gdzie 
(40.5) 
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a 

CO 


2Vn = y - 


71=1 


Wtedy jest -^F n {t)=f n {t) i wobec (40.3) 


A oo « oo 

f 2 

Ct 71=1 71=1 


(A)-y. 


a 7i=l 

St^jd mamy po zrozniczkowaniu 

d 


2ti fm -ti2 f -w- 


71=1 

Eownosd ta wyraza,- ze znak rozniczkowania wolno przesta- 
wiad ze znakiem sumy; musz^ jednak bye speinione zalozenia, ze 
szereg (40.1) czyli szereg 

2tx f -< 1) 

71=1 

jest jednostajnie zbiezny w rozwazanym przedziale i ze szereg (40.5) 
czyli szereg 

oo 

J-Pn(a) 

n=l 

jest zbiezny. Mamy wi§c nast§p uj^ce twierdzenie o rozniezkowaniu 
szeregdw: 

Jezeli szereg junkcy)ny 

. oo 

2F a W, 

71=1 ' 

Mdrego wyrazy sq, fnnkcjami o pochodnych ciqglych w przedziale 
Pi,A 2 ], jest zbiezny cho6 w jednym punkeie a tego przedzialu i jezeli 
szereg pochodnych 

77=1 
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jest jednostajnie zbiemy w [A x , A 2 ], to zachodzi wz6r 

OO CO 

(40.6) . 2i FM =Tx2w>- 

n~ 1 ti=1 


Przyklad. 



Szereg rdzniczkowany jest tu zbiezny jednostajnie w dowol- 
nym przedziale, lecz rachunek jest wazny dla kazdego przedzialu 
[4,^1 zamkni§tego, nie zawieraj^cego punktow 2M 0 (Jc caikowite), 
gdyz w takich. przedzialach. szereg pochodnych jest jednostajnie 
zbiezny. St%d wynika, ze rdwno^d zacbodzi dla wszystkich X +2^. 

W praktyce przydatne jeszcze jest twierdzenie o calkowanm 
szeregow w nast^puj^cej postaei: 

Niech 

OO 

(40.8) 

*=1 

b^dzie szeregiem funkcyj , More sq ogmniezone w przedziale [A-^AJ 
i ciqgle z wyjqtkiem co najwyzej skonczonej liczby punktow ft,..,,/?** 
Wowezas wzor 

X oo oo X 

(40.9) f ^ fn(t)dt = j f n {t)dt (a i A nalezq do [A^AJ) 

a n —1 n=l a 

jest prawdziwy , o ile sq spelnione nastgpujqee warurihi: 

(I) dany szereg (40 .8) jest zbiezny jednostajnie w kazdym prze¬ 
dziale zamkni$ym zawartym w [A 1; A 2 ] i nie zawierajqeym punktow 

Pi 

(II) szereg sealkowany (po prawej stronie wzoru (40.9) j jest 
zbiemy jednostajnie w przedziale [A^AJ. 

: B’owdd. Z zalo^enia o funkcjach f n (X) wynika, ze dla A x < A<A 2 

ietniej% caiki 

. x . 

FnW=fU(t)dt; 


ion 
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caiki te sq funkcjami ciqglymi w przedziale [A 1 , AJ. Przy zalozeniach (I) 
i (II) zachodzi wzor (40.6) w kazdym przedziale zamkni§tym, za- 
wartym w [A 1; A 2 ] i nie zawierajqeym punktow W kon- 

sekweneji wzdr (40.6) zachodzi dla wszystkich A z przedzialu [A^AJ 
z wyjqtkiem punktow /S x ,...,/9*. Wz6r ten mozna tez napisa£ 
w postaei 

oo 00 x 

(40.10) J£fnW=Jj l ^jffn(t)dt (A + &). 

71=1 rt=l a 


Z zalozenia (II) wynika, ze szereg po prawej stronie wzom 
jest funkcjq ciqglq dla wszystkich A z przedzialu [A x , AJ; po scalko- 
waniu tego wzoru otrzymujemy . wi§e rdwnoSd (40.9) x ) i dowdd 
jest zakohezony. 

Przyklad. Jezeli funkeja % jest okre&ona wz'orem (39:5), 
to mamy 


X OO 


(40.11) 


O 0 n=l 

= ^oV f sin (2w 7 1 l - < a = 

7 t J 2 m —1 * A„ 


n=l 0 


4Aq y 1 

it 2 (2m—l) a 

71=1 


4Ap y 1 " coz (2n - 1]nX 
■k 2 (2«—1)* h 

71=1 


Rownoiid ta zachodzi przy wszeUdeh A rzeczywistych, gdya 
szereg calkowany jest jednostajnie zbiezny w kazdym przedziala 
zamknietym, nie zawierajqeym punktow fcAp (k caikowite), szereg 
za^ otrzymany po scalkowaniu jest zbiezny jednostajnie w kazdym 
przedziale. 

i) Wynika to z twierdzenia ogolnego, ze jezeli cp{X) jest fimkcj^ci%gt% 
w przedziale [Ax.AJ z wyjqtkiem co najwyzej pnnktow &>•••>/?*> a vKA) ™ 

ci^gld w calym przedziale [Ai.A,], to z rdwno^oi <p(X) = ^X) (dla 

wynika, ze f<p(t)dt= V (H) (A 1 <a<A t ). Twierdzenie to byloky falszywe, gdyby 

a 

nie zalozyc ci^glo^ci y(A) w calym przedziale [A ly A#3* 
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Przykiad ten wykorzystamy jeszcze do wyprowadzenia pew- 
nycli zwi%zkow, ktore b§d% nam potrzebne w dalszym ci^gn. Mia- 
nowicie mamy wobec wzoru (39.6) 

/ <p s (t)M = j- 

0 

Podstawiaj^c w rowno^ci (40.11) b§dziemy wi§c mieli 


V__ 

2 7c~ (2 


a at%d 
(40.12) 


2isk 


(2n —l) 8 ’ 

n=l 

1+1+1+ *■ 

2 I 02 I c2 I *** 


71=1 


{2n— l) 2 1* 1 3 2 1 5 2 


8 * 


Podstawiaj^c (40.12) do wzoru (40.11), otrzymujemy 


Q 

a wobec (39.6) 

/in tov V 1 (2ti—1 )tc1 tc 2 2A\ 

< 4013) j^-x) 


1 


<2w—1) ! 


; COS 


(271—1) 7ul 


(Q<A<A 0 ). 


Ze wzoru tego skorzystamy w paragrafie 45. 

Wz6r (40.12) znalazl Euler. Warto jeszcze zauwazyd, ze, 

i* + + 32 +••■ = (jl + p + 52 + •••) + (p + + J5 + •••) = 

=ZL a + I/l + I + i + \ 

8 " 4\1*T2 2 ^3 2 ‘ -l 


«k%d wynika 


I lixi, _3f! 
I 8 \2 8 -3 8 ' 6 ' 


Wzor ten rowniez podal Euler. 


ion 
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§ 41. Zmiany temperatury w pr^eie przy danej 
temperaturze pocz^tkowej 

Przypuscmy, ze rozklad temperatury w pr§cie 0 dlugoSci 1 0 
4any jest w cbwili t = 0 przez funkcj§ 


a?(A, 0) = sin-r— (0<A<A 0 ), 

gdzie n jest liczb^ naturaln^, i ze obydwa konee pr§ta utrzymujemy 
.stale w temperaturze 0 

a?(0,4)=0, a?( 1 0 ,*) = 0 (0<t<oo). 

Poniewaz teraz 

{£Cf(A,if)} =s{a?(A,«)} — 

A o 

wi^c odpowiadaj%ce temu przypadkowi rownanie operatorowe b§dzie 
niejednorodne 

<41.1) a?"(A) — a**tf(l) = — a 2 sin ; 

rownanie to nalezy rozwi^zac przy warunkaeh brzegowych. 

<41.2) a?(0j=0, a?(A 0 ) = 0. . 

Zagadnienie jest formalnie podobne do tego, ktore rozwi^za- 
li^my w paragrafie 24 dla struny drgaj^cej. Rozwi^zemy je w po- 
dobny sposob, szukaj^c funkcji postaci 

• ' . mzX 

<41.3) a?(l) = osm —, 


ktora spelnialaby rownanie (41.1). 

Podstawiaj^c (41.3) do (41.1) znajdujemy 

. nnk 
przez — sin—r— 


n*Tz* 

'—r 

A 


+ ca 2 s = a 2 , 


n st^jd 

c = TTZ m = '{eip{.— 

S -j- 7l 4 /r 


po uproszczeniu 
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Przy tak dobranym wspolczynniku c funkeja (41.3) spelnia 
rdwnanie (41.1); jednoeze&nie spelnia warunki (41.2). Zatem roz- 
klad temperatury w pr§cie okre^Iony jest wzorem 

%(X,t) ==exp(—% 2 ^ 2 i)sin^y^. 


Widad st^d, ze w kazdej chwili t krzywa rozkladu tempera¬ 
tury jest sinusoid^; amplituda tej sinusoidy d^,zy bardzo szybko 
do zera. 

Jezeli pocz^tkowy rozklad temperatury dany jest przez na- 
gtgpiij%G% funkcj§: 

k 1 

~~ffi(A,0) == s’) pin StU - (0^A<JA § ) ? 

n=i ^ 

to rownanie operatorowe b§dzie mialo postac 


c"(A)— a 2 sx(X) = — a 2 ^ fin sin 
ji=i 


nnX 

A 0 


Pozostawiaj%c warunki (41.2) bez zmiany, b§dziemy mieli 
rozwi^zanie w postaci sumy 


x w= 2 


f*n 


71=1 


s + ri*p 


i^ sm - 


nnX 


Przypu^dmy wreszcie, ze pocz%tkowy rozklad temperatury 
dany jest przez funkcj§ 

x(X,Q)=cp(X), 

ktora jest ei^gla w przedziale zamkru§tym i daje si§ wewn^trz tego 
przedziaiu rozwin%d w szereg trygonometryczny 

vW—^Vn sin-?^- (0<A<4). 

n=l A <> 

Szereg ten jest zbiezny jednoatajnie w kazdym przedziale [ 44 ] 

zawartym w (0,4). 


5 41 
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Rownanie operatorowe ma postad 
^41.4) ' x"{X) — a?sx{X) = —a\{X). 

Jezeli warunki (41.2) pozostawimy bez zmiany, to formalne 
rozwi^zanie bedzie mialo rowniez postac szeregu nieskonczonego 


(41.5) 


x{X) = 2 


Lt n . nnX 
V . "if oi 6U1 - ‘ 

f + 7l 2 /? 2 A 0 

71=1 


Pisz^c to rozwi^zanie w zwyklej, nie operatorowej postaci, 
mamy 

^ / nh c 2 \ . nitX 

« J (^ i ) = ^ i u " ex P ( — ^| t ) S111 x 0 ■ 

71=1 


'Widad st%d w szczegolrioitei, ze przy t-voo temperatura pr^ta 
wyrownuje si§ wsz§dzie bardzo szybko do zera. 


§ 42. Sprawdzenie poprawnosci rozwiqzania 

Ziatwo udowodnid, ze ci%g fin jest zbiezny do zera. Istotnie, 

oo tzX 

wobec jednostajnej zbieznoaci szeregu sin -y- istmeje taki 

71=1. 0 

ci%g y Xl y 2 ,... zbiezny do zera, ze 


(42.1) 


. ?17C l 

fi n sin—- 

A 0 



(»=1,2,...) 


dla wszystkicb Jl z przedziaiu (4,4)- Dla kazdego n Ao&6 duzego 
mozna znaleid tak% warto^d X z przedziaiu (X x , a 2 ), ze sm-j—- 1; 


dla^tej warbogci X nierowno^d (42.1) sprowadza si§ do 
sk^d wynika, ze ei^g fi n j^st zbiezny do zera. ^ ^ 

Szereg (41.5) mozna przeksztalcic do nast§puj^cej postaci: 



. I —\ 

8 +n z H 


sin 


mzX 

Xq 


= a Wi&iXM 
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gdzie 

(42.2) 


0(X,t) 




7C 2 W 
71=1 


7C* 


sin 


71=1 


mzX 

"IT 


Poniewaz clog u n jest zbiezny do zera, obydwa szeregi wyst§~ 
puj%ce we wzorze (42.2) so jednostajnie zbiezne w calym obszarze 


I>(0<A<A 0 ,0<*<oo) 

t 

i funkcja (42.2) jest w tyra obszarze ci^gla. Stod wynika, ze szereg 
(41.5) jest operatorowo zbiezny w przedziale 0 <A<Aq i przedstawia* 
w tym przedziale funkcj§ operatorowo cioglo* 

Przez formalne dwukrotne zrozniezkowanie szeregu (42.2> 
wzglfdem A znajdnjemy 


(42.3) 


M7lA 


a 2 /o 


Pierwszv z szeregow w (42,3) jest z zalozenia zbiezny do (p{X) jedno¬ 
stajnie w kazdym przedziale [%, 1 2 ] zawartym w ( 0 ,A o ), drugi za£ 
szereg jest jednostajnie zbiezny w obszarze D do pewnej funkcji 
?(M)> ei^glej w tym obszarze. Mamy wigc na podstawie twierdze- 
nia o rdzniezkowaniu szeregow funkcyjnych 

(4 ? A) -§£z®(W=-t<pW+v>(i,t) 

w obszarze 

J>'(0<A<A 0j O<t<oo). 

Poniewaz prawa strona wzoru (42.4) przedstawia fonkcj§ ci%gl% 
w calym obszarze D, przeto wzor (42.4) zacbodzi w calym tym 
obszarze. 


Wymka to z dwukrotnego zastosowania nast^puj^cego prostego lematur 
Jeieli pochodna /'(A) funkcji /(A) (liczbowej), eiqglej w przedziale O^A^Ao, 
tsinieje w przedziale Q<A<A 0 i jest w mm rowna pewnej funkcji g(X), ciqglej 
w przedziale O^A^Aq, to poehodna f'(X) istnieje rdwniez w przedziale O^A=s^A<y 
i jest w mm rdwna g{X). 

Lemat ten wynika od razu z twierdzenia Eolle’a, gdyz 


m—i (o) 

h 




skqd /'(0) = ^(0). Zupelnie podobnie znajdnjemy /'(Aq) = g(X 0 ). 




42 Sprawdzenie poprawno&ci rozwi^zania 

Mozna napisac 


71=1 


sm- 


mcX 


A 0 


1 V (“» • n7Z A 1 

=72r+^ m ‘—~7 Mi) ’ 

71=1 


sk^d 
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x"(X) — a 2 s 2 (g^- 0 (A,<)| = a 2 s 2 {—t(p(X) +xp(k,t)} = —a\(\) + a 2 sa( 2 ). 

W ten sposob sprawdzilismy, ze szereg (41.5) jest faktycznym 
rozwiqizaniem rownania (41.4), spehiiajqoym warunki (41.2).' 


§ 43. Pewne przypadki szczegdlne 

Dla 0< A< 1 0 mamy 


A ° X ~ % 2 


71=1 


n 


*sm- 


mzX 
T~" • 

Aq 


st%d wynika na podstawie paragrafn 41, ze rozwiozaniem x t (X) 
rdwnania operatorowego 

( 43 . 1 ) $"(%) — a % 8X{X) = — « 2 (A 0 —A) 
spelniajocyni warunki 

(43.2) ®i(0) = 0, %(/(,) =0 

jest funkcja 

2 An v 1 1 . mu 

(43.3) ^) = "2 M ( s + ^ Sin 1 


mzX 

Aq 


ir& 


Latwo zauwazy<5, ze funkcja 


(43.4) 


*i(l)=r(W) 

o 


rdwniez spelnia rownanie (43.1), lecz w miejsce (43.2) spelnia wa~ 
runki 

^( 0 )=^ i ® 2 (A 0 ) = o. 

S 
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St%d wynika, ze funkcja = spehiia row- 

A) 

nanie jednorodne • 

a?"(A) — a?sx(X) = 0 

z warimkami 

®( 0 )=i i ®(A 0 )— 0 . 

s 


Ale to ostatnie zagadaienie rozwi^zaliiSmy juz w paragrafie 35 
i wykazali^my, ze znalezione tarn rozwi^zanie G(X}' jest jedyne. 
St%d wynika, ze (7(A) = a?(A). Wobec wzorow (43.3) i (43.4) znajdu- 
jemy dla G{X) inne niz w paragrafie 35 rozwini^cie 


m 


"K-rJ-li 

11=1 


1 . mzX 

sm _ I7 


W konsekwencji mamy tez 


<43.5) 


A 0 n *\ a 2 f 0 ) 


sm- 


nizX 


wzor ten nadaje si§ do rachunkow praktycznych. szczegolnie wtedy, 
gdy t jest duze; wtenczas bowiem szereg jest bardzo szybko zbiezny; 
Ody za£ t jest bliskie zera, to wygodniejszy jest wzor ( 35 . 1 ). 


§ 44. Pr§t jednostronnie izolowany 

JezeH poez^tkowy rozklad temperatury w pr§cie dany jest 
przez funkej§ 

x(X } 0) = sini—(o< A< A 0 , n calkowite), 
to rownanie operatorowe ma postac 
<44.1) x n iX) — a?sx[X) =— q 2 

^6 

Szukaj^c rozwi%zania ksztaltn 

#(A)==esin^—-3^— 
x 0 


7 


Pr$t jednostronnie izolowany 
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ion 


§44 


podstawiamy to wyrazenie do (44.1) i upraszczamy otrzyman% 


rdwnogd przez —sin 


(w—•£) tzX 


. Znajdujemy w ten sposob 


sk%d c- 
postad 


c-1 

A 0 

1 „ . n 


s + l™“ I ) 2 /* 2 


—, gdzie /?= —. Szukane rozwi%zanie ma wi§c 

/ ~ k " " CLAi 


®(A)' 


.. (« l — 41*4 

• in . . • 


im 


^•o 


's + (n-$)*fP * 

VpeJnia ono warunki brzegowe 

(44.2) * ^(0) = 0 i a?'(A 0 ^ = 0. 

Rozwi^zmy teraz to samo zagadnienie, zakladaj^c, ze pocz^t- 
kowy rozklad temperatury w pr§eie jest dowolny 


a?(A,0) = 99 (A) 


(0 <A<A 0 ); 


o funkcji 99 (A) zaloziny jedynie, ze jest ci^gla w przedziale [0,A 0 ] 
i ze daje si§ wewn^trz tego przedzialu rozwin^e w szereg 

99 (A) = y/? n sin — ( 0 < A< A 0 ), 

ktory jest zbiezny do 99 (A) jednostajnie w kazdym przedziale zam~ 
kni§tym [A^,A a ], zawartym w (0,A 0 ). 

Rownanie operatorowe ma postac 

X ,r {X)—aHx(X)==—a 2 q)(X)- 

Jezeli war unki brzegowe pozostawimy bez zmiany, to roz- 
wi^zanie b^dzie mialo postad szeregu nieskonczonego 


*w='2 


n=l 


fl . ( ^ ~~~t) A 

s + («-W 3m 4 e ’ 


Rachunek operator6w 


14 
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a w zwyklej gymbolice 


{D[%)t) — f*n 
«==! 


\ aHl ) 


jn—j) nX 


zbadanie zbiezno^ci tego szeregu i jego pocbodnych mozna prze- 
prowadzid tak samo jak w paragrafie 43. 

Wobec wzorow (39.5) i (39.6) mamy 



2 1 . (n—VjizX 

>-r sm '-r— 

7C-" W— 4 1 0 * 

n=l 


(0< A< 2A 0 ); 


szereg ten jest jednostajnie zbiezny w kazdym przedziale zamknie-* 
tym, zawartym w (0,21 o ). 

Zatem rozwi%zanie rownania 


(44.3) #"(!) — a 2 sa?(l) = — ~ — a 2 , 

speiniaj^ce warunki (44.2), ma w przedziale 0<A^A o postac 


v xw =— y ——r 

7T ^ n—i 

jt—i 


1 . (n —4)7cX 

__ __ O-JT-J J ' 


Z dragiej strony funkcja 

,,x 1 

o 

spelnia rowmez rownanie rozniczkowe (44.3) lecz z innyroi warun- 
karai brzegowymi, a mianowicie 

1 


* 2 ( 0 )=- 


*2(^0) = o. 


St%d wynika, ze ftmkeja x{X)=^x i {l)— x-^X), to jest funkcja 


(44.4) z(l)=L2 V 1 

s tzjlJ n—i 


% s+ (n-$)*p 


(n—\)TzX 


sm 


spelnia rownanie jeclnorodne 

< 44 - 5 ) *''(/)— a 2 .« c(;.)==0 


ion 


§-44 

z warunkami 


Pr§t jedno’stronnie izolowany 
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a?(0)=- i ®'(A 0 ) = 0. 

o 

Pisz^c (44.4) w zwyklej, nie operatorowej postaci, mamy 

■ . 2 yi 1 / (n—-J“) a 7C 2 \ . (^—-J-)^^ 

»(A,<)= 1 --J' ;= je I p(--j-.J.m-J—, 


fankcja ta przedstawia zmiany temperatury w pr§cie, ktory w chwili 
i=0 mial wsz^dzie temperature 0 i ktorego poczgtek 1=0 nagrze- 
wamy stale do temperatury 1, izoluj^c jednoezednie koniec X=A& 
Widad, ze po uplywie dluzszego czasu temperatura calego pr§ta 
bardzo niewiele rozni si§ od 1. 

Cwiczenia. 1. Pokaza<$, ze funkcja 
(44.6) X(A) = sva(l), 

gdzie x(X) jest okre£lone wzorem (44.4), speJnia rownanie (44.5) z warnnkami 
brzegowymi . 

X(0)=v, X / (1 0 ) = 0. 

Poda6 interpretacj§ fizyczng,. 

2. Napisa6’ funkcja (44.6) w zwyMej, nie operatorowej postaci. 


§ 45. Jednostronnie regulowany doplyw ciepla 

Przypu^dmy teraz, ze pocz^tkowy rozkfad temperatury w pr§- 
cie dany jest przez funkcje 

a;(A,0) =C0B' re ~/ ---— (0< A< A 0; n calkowite); 

- , 4 0 

wtedy mamy rownanie operatorowe 

%"{X) — a 2 sx(X) — — a 2 cos — ^ — . 

Aq 

Podobnie jak poprzednio widzimy, ze fnnkcja 




1 {n—j)nX 

8 + —-Jf) 2 /^ 2 ^0 


jest rozwi^zaniem tego rownania, takim ze 
(45.1) 8 0'(O) = O i a?(l 0 ) = 0. 


u* 
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Przy tych samych warunkaeh brzegowyeh (45.1) ro^wi^zemy 
teraz rownanie 


(45.2) 


a?"(A) — cPsx(X) = —a 2 ( A 0 --A). 


Zast§puj%e we wzorze- (40.13) A przez - mamy 


1 1 

- > -COS 

4 ^-/ (M — |-) 2 

n=l 


fo—1) 


7CA TtV 

“»l J ’ ' 


a st%d 


A 0 -A: 


. gjg y_l 

7 r 2 jLJ (n — 

n=l 


/ i\2 C0S ^— q —; 

(w-p 5 A 0 


wobee tego szukane rozwi%zanie mozna napisad w postaci szeregut 
nieskonezonego 


n=l 


1. 




cos 


(^—|)iuA 


Z driigiej strony funkcja 

X 2 {X) : 


A 0 A 


■ (0<a<a 0 k 


spelnia rownanie rozniczkowe (45.2) z warunkami 
<r*(0)=—I i ® a (A 0 ) — 0. 

Bfc%d wymka, ze fnnkcja a?(A) ==a? 2 (A)—a? x (A) czyli funkcja 


(45.3) a?(A) 


— j __ ^0 Y ^ 

s tz % j£i (n — 


n=l 


(n-i)*s + (n-Wp* 


cos 


(ov — y) tuA 


spelnia rownanie jednorodne 

(45.4) a?"(A)— a 2 sx(X) — 0 

z warunkami brzegowymi 


a?(A 0 ) = 0. 


0 J '(°) = -i f 


fen 


§45 


Jednostroniiie regulowany doplyw oiepia 
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Pisz^jC funkcja (45.3) w zwykiej, nie operatorowej postaci, 
mamy . _ 


,, i i 2 ^o "V 1 / (w— i) 2 it a ,\ 

aWl-J.-J-jrJJ -^r-') 


COS 


(w —%)icX 

4 * 


Funkcja ta przedstawia zmiany temperatury w pr§eie, w kto~ 
rym doplyw ciepla przez pnnkt A=0 jest stale tak regulowany, 
ze wynosi 1: 


koniec za^ A=A 0 jest stale utrzymywany w temperaturze 0; w chwili 
t= 0 caly prqt ma temperature 0. 

(3wiczenia. 1. Pokaza6, ze funkcja 
(45.5) * -X(A) = — svx(X), 


gdzie a(A) jest okre&lone wzorem (45.3), spelnia rdwnanie (45.4) z warankami 
Irzegowymi 

X '( 0 )=«, - Z ( Ao ) = 0 . 

Poda4 interpretacj^ fizyczng,. 

2. Napisac funkcja (45.5) w zwyklej, nie operatorowej postaci. 


§ 46. Ogdlniejsze zagadnienia brzegowe 

Przypu^my, ze dla rozwi^zan rownania ez^stkowego 

Xxx — a 2 #* (a >0) 

zadany jest warunek 

(46.1) a?(A,0) = 0 (Ax<A<Aa). 

Jezeli rownanie rozwazamy w obszarze okreflonym przez 
nierownofci A X <A<A 2 , 0<t<oo, to ogolne warunki brzegowe mozna 


(0<J<oo) 


Mozna by rozwazac warunki jeszeze ogolniejsze ? ale ich oma- 
wiad tn nie bqdziemy. 


jednej 

z 4 postaci 


(i) 

Ai 5 ^) = 


(ii) 


x(l 2 ,t)=v 2 (t)-, 

(in) 

%{X x ,i)=v i(t), 


(IV) 


^(A 2 ,t) = i’ a (t). 
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Jezeli wykonamy podstawienie 
J_A-A X , t 


h~h' 

to bedziemy mieli 


1 -- 




x(X,i) — oc(X,t), 


a*. 


” " {h-hf XX1 ‘ 

Widac, ze funkcja *(1,I) spelniad b§dzie rownanie 


i warunek 


*(1,0) = 0 


( 0 < 1 < 1 ). 


Zagadnienie upro^cilo si§ w tea sposob, gdyz w rownaniu 
odpadl czyaaik a 2 , przedzial za£ [A i? A 2 ] zostal zast^piony przez 
[0,1]. Jezeli dalej przyjmiemy oznaczenia %(£)—y x (£) i v 2 (t)=v 2 (i), 
to warunek (I) przyjmie postad 

x(0,t)^v x (t) } x{l,i)=v 2 {t) {0<i<oo)y 

aaalogieznie mozna wypisac warunki pozostale. 

Uei%zliwe dopisywanie kresek aad literami pomiaiemy w dal- 
szym ei^gu. 

Bedziemy wi§c po prostu mowic o rozwi^zaaiach rownania 


(46.2) xja = oo t 
spetniaj^cycli warunek 

(46.3) *(1,0) = 0 

i jeden z czterecli warunkow 


( 0 < 1 < 1 , 0^t<oo), 

( 0 < 1 < 1 ) 


(I) 

®(0,t)=%(f), 

p 

<?+ 

II 

£ 

(II) 

®i(0,f) = w x (f), 

#(1? ^) - 

(III) 

®(<M) =%(<), 

au(l,«)=*«; 8 (i); 

(IV) 

au(0,f)=u x (t), 

*>t(l,^) — ^(tf). 


Zagadmeale bez parametrow a, l a i 1 2 jest tylko pozornie mniej 
ogdlne; mozna od niego zawsze wroeid do zagadnienia z parametrami 
przez odpowiednig, zmian^ zmiennych. 

Bownanie (46.2) przy warunku (46.3) przecbodzi w rdwnanie 
operatorowe 

(^6.4) *"==$* 


(0<1<1);. 


ion 


§ 46 


Ogdlniejsze zagadnienia tnzegowe 
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warunki (I)—(IY) mozna wtedy napisac w postaci 


(i) 

x(0)=v l , 

, *(i)=» 2 ; 

(id 

*'(0) = ®i, 

«(i)=« a ; 

(HD 

®(0)=«M 

*'(!)=»*; 

(IV) 

a?'(0) =v t , 

#'(1) =v 2 . 


Wprowaclzajac funkcje hipe/rboliczne 

shA^s = |(6^— e- x V*) i ch Al^iO^Fe - * 1 '*) 


I oznaezenia 


OxW 


sh )fs 
s ships’ 


ff,(A) 


ah A 

WW*’ 


G.(A)"= 


chAfr^s 
s chips’ 
ch 

l^sh^’ 


mozna latwo sprawdzic, ze funkcje 

iCj(A) =v 1 -sG 1 ( 1—A) -j-u s -s(r x (A), 
a? 2 (A) =—® x -s<? 3 ( 1—A) -)-u 2 -s(r 2 (A), 
%(A) =u x -s(? 2 (l—A) +® 2 -se 3 (A), 
£c 4 (A) =—'y 1 -sCr 4 (l—A) -f b 2 -s(? 4 (A) 


spelniaj^ rdwnanie (46.4) i odpowiednio warunki (46.5). 

Ostateoznie wi§c wszystkie omawiane w tym paragrafie za¬ 
gadnienia mozna sprowadzic do funkeyj G lt G 2 , G 3 i (? t . 

Funkcje <? x , ff 2 , G s i <? 4 speiniaja rownanie 

x"(X) = sx(X) 

<?i(0)=o, <? x (i) = j; 

<?'(0)=o, <? 2 ( i) = j; 

■<? 3 (0)=o, <?s(i)==|r 

,fii(0)=0, <?*(!) = §• 


i warunki 
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czyli 


Przy 2>0 mamy rozwini^eia 

G x (i) - J J , (r ( 2 " + 1 -^-e- (2B+1+X)F; ), 

71=0 

<? 2 (A) = | (- l/(e _(2n+1_-l) ^+ e“ (2n+1+ ' t) ^), 

71=0 

6? 3 (A)= -L y — s -<M+i-W>^ 

e 4 (A)=^L V + e -<^+i+^)Ki) 

■ 


Gx(A) 

<? a U) 


(46.6) 


= j J (— 1;"(cerf * » + *-* + cerf 3% + 1 + A ’ 


2 ^ 

3w+.l—2 2 


))' 


1)11 ( exp( 

1 71=0 

ri ( ns 1/1 v l (2n+l— A) 2 '- (i 

e ‘ w =r 1 ’ — -4. + eir - 


— exp 


2 ft 

<2n+l+.A’ijj 


4 1 r —‘it 

(2}t+l + A 


-4i 


-)!■ 


Szeregi te s% bardzo dobrze zbiezne dla malych wartodci t. 
Natomiast dla duzych wartosci t wygodniej jest uzywad szeregow 

CO 

^i( A) = {«* + “ ^ (■— 1 r~* exp (— n 2 izH) t • sin nn a| ; 

n=l J . 

oo 

(46.7) <? 2 (A) ={l + -JV (—1)”— jyy 8xx [—(w—4-) 2 7c 2 i] • cos('«.—^) wa|, 

71=1 * ’ 

CO 

{2 ^ 

1 + rf-2l |ji exi [-(«—*)«*]• sin(n-i)«;j? 

rozwinigcia te mozna otrzymad ze wzorow (43.5), (44.4) i (45.3) 
podstawiaj%c a = l, A 0 = l i zastgpuj^e A przez 1—1 


ion 


5 46 Ogtflniejsze zagadnienia brzegowe 217 

Z rozwini§6 (46.7) widad, ze 

lim G^Xjt) =1, lim (? 2 (A,*)=1 i Iim ff 3 (^)=^ 

/->oo /->oo #->oo 

natomiast z ostatniego z wzorow (46.6) widad, ze 
(46.8) lim G 4 (A,t)=oo. 

<->oo 

Z (46.8) wynika,. ze funkcji (? 4 nie da si§ przedstawic w po- 
staci analogicznej do wzorow (46.7). 

Znaczenie wzoru (46.8) ma prostsj, interpretaej? fizyczn%. 
Jezeli mianowicie przez jeden koniec pr§ta b^dzie doplywad stale 
ta sama ilodd ciepla, drugi zad koniec b^dzie izolowany tak, ze cieplo 
nie b§dzie moglo odplywad, to temperatura calego pr§ta musi wzra- 
stad do nieskonczonodci. 

Uwaga. W przypadku, gdy warunek (46.1) jest zast%piony 
przez ogolniejszy 

a;(A,0)=7>(A) (Aj^A^Aj) 

mozna by przeprowadzic podobn^ dyskusj§ do podanej w tym para- 
grafie. Przypadku tego omawiac nie b§dziemy. 

§ 47. PierScled przewodzgcy cieplo 

Zbadamy teraz, jak zmienia si§ temperatura w pierseieniu 
przewodz^cym cieplo, gdy dany jest rozklad temperatury w chwili 
o. Zalozymy przy tym, ze z zewn^trz nie ma zadnego doplywu 
ani odplywu ciepla. 

Jezeli dlugodd pierdcienia wynosi A 0 , to raebunkowo mozemy 
traktowad go jako pr§t o dlugodci A 0 i rozwazad rownanie 

(47.1) *"(A)—a 2 s£»(A) =—«V(A), 

gdzie f ank cja <p{l), okredlona w przedziale [0,A o ], przedstawia po- 

ez^tkowy rozklad temperatury. 

Zalozmy, ze fimkcja <p(%) rozwija si§ w szereg trygonome- 

tryczny 

,a)=^+i 

n=l 

zbiezny jednostajnio w przedziale [0, A 0 ]. 


(° 7 - 


2«jcA . „ ., 2m«A\ 

COS —;-1- (*n Sin j—J 
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Szukaj^c rozwig,zania rowniez w postaci'szeregu trygonome- 
trycznego 


•W 




2nnA , . . 2 nnA\ 

COS — - + b n Sill—: ) 


h 


jznajdujemy tak% samg, metodq, jak w paragrafach 41 i 44 


b n -- 


Pn 


" s + 4w 2 /} 2 ’ n s + 4n 2 /9 2 

Wobec tego szukane rozwi^zanie ma postac 




xW ~^ s + 

II —1 


2n7tA . 2nnA\ 
a n cos —j -1- p n sin ——j 


lub w zwyklej symbolice 



4n 2 7t 2 



a n COS 


2mzl 

Aq 


+ /?«. sin 


2nnA\ 

~r 


Udowodmmy, ze jest to jedyne rozwi^zanie. 

Istotnie, dla kazdego rozwi^zania muszg, zachodzic warnnki 
zgodnossci 


a?(0) =a?(A 0 ), x'(0)=os'(X 0 ) i *"{0) =®”(A 0 ); 

wo bee tego kazde rozwi^zanie mozna przedluzyc periodyeznie poza 
przedziai [0,A o ], Ograniczymy si§ wi§c do omawiania periodyez- 
nych TOzwiq,zan rownania (47.1), zakiadajac, ze funkeja V (X) jest 
periodyezna o periodzie A 0 . 

Przypuscmy, ze rownanie (47.1) ma dwa rozwi^zania perio- 
■dyezne x^X) i x 2 (A). Wtedy roznica 


x 0 (A) = x t {A) —x 2 (A) 
-speinia rownanie jednorodne 

%"(A )— a i $x( A) = 0 
i wobec tego musi byd postaci 

n> a {A)=c 1 er« x V*-\-c i e ttX Y i . 


ion 
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Ale roznica ta rowniez jest funkeja»periodyczn% i w szczegolnosci 
musi bye 

a? o (0) = x 0 (X 0 ) = a? 0 (2A 0 ) 

czyli 

<47.2) e x + e 2 = o x er- aX >V* + = c x er % * x ti* + c 2 e icd *V *. 

Bozwi%zuj^c ten uklad rownan znajdnjemy 

~ ^2 ~ 

Bozwi^zanie ukladu (47.2) mozna przeprowadzic wygodnie 
przy pomocy wyznaeznikdw, wprowadzaj^o pomocnicz% niewia- 
dom^ o 0 i pisz^c 

g 0 + g x “k Cg ==z Oj 

G 0 + o 1 er a **¥* + — 0, 

g 0 + e 1 e-* ca V* + e 2 e 2aX >¥* = 0. 


Poniewaz wyznacznik 


1 1 1 
1 er aX * V* e a h\~s 

X e —2 al^Y* e 2aA a ]fs 


= a^>K») (fc«*oF*—1) —1) 


jest rozny od zera, wi§c musi bye c Q = c x = c 2 = 0. 

St^,d wynika, ze jest tozsamo&ciowo %(1) = 0, co mielismy 
udowodnid. 


§ 48. Operacja T a i Jej zastosowanie 

W pewnych. przypadkaeh mozna ulatwid rachunki przez wpro- 
wadzenie operaeji T a , ktor% definiujemy rowno^ci% 

T<*a=T a {a(t)} = {e at a(t)}, 

gdzie a moze bye dowoln^ liczb^ zespolon%, a za^ dowolnq* funkeja 
klasy Sf(. 

Ziatwo zauwazyCj ze operacja T a ma nasbepuj^ce wlasnosci: 

<48.1) T*Tf>a = T«+Pa, T a {a + b) =T«a+T*b. 

Ostatnia rownosd wyraza rozdzielnosc operaeji T a wzgl^dem 
dodawania. Z^atwo udowodnid, ze ma ona rowniez wlasno^d rozdziel- 
nofci wzgl^dem mnozenia 

T*(a*b) = T*a<T a b. 


<48.2) 
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Istotnie 


t t 

T a {a-b) = f a(t—T)b(T) — ^Je a ^~^a(t —r) -e m b{T) dT\=T a a T a b* 

n n 


ft 

Operacj§ T* uogolniamy na dowolne operatory (P, <L € C) Y 


pisz%c 


T*a = 


T*p 
T a q ‘ 


Ziatwo sprawdzid, ze wlasno^ci (48.1) i (48.2) zacbowuj^, si§ 
przy dowolnyeb operatoraeh a i b, 

W szezegolnodci mamy dla operatora liczbowego y 


gdyz 

ponadto jest wobec (48.2) 


T«y^y, 

T«y=T* M _ ( fcC M = yi^!} - v . 

^ ^ {1} {,<*} {t«} y ‘ 


gdyz 


T a (ya) —yl*a, 

T«— = 

a T a a‘ 

Dla operatora rozniczkowego s mamy wzor 
T tt s=s—a, 

■ T a S = T“yiv = jlrr = S— a. 
{1} {e<“} 


Wobec wzoru (48.2) jest T“s 2 =(T«s) a =(s—a) 2 i ogolniej 
T m b n = (s —a) n . Jezeli R(s) jest dowolnym ■wyrazeniem wymiernym 
operatora s 

a m s m -f*. . +' « 0 


R(s) = 


"P«8* + ... + p t ’ 


to 

(48.3)' l tt R(s) = R(s — a). 

W szczegolnoffci mamy na przykiad 

{e^cos /ft} = r“{cos jffi} = T a — 


s—a 


S a -)-iS 2 (A* — Ct) a -}- ’ 

wzdr ten wyprowadzili£my innq, drog^ na stronie 30. 


ion 
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Zauwazmy tez, ze wobec wzoru 
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<zob. str. 105) mamy tez 

_ \ __ x a — 

( s — a) 1 s l 

i w szczegolnofci 


(A>0) 


<48.4) = 

•?Ta podstawie wzorow (48.2) i (48.4) jest na przykiad 

I'YFhT* = T'Ys^ji • T a Ys+(} =]/[8—a)—p • J^s-a) + /S = 

= KvS-a) 2 -^. • 

Udowodnimy jeszcze, ze jezeli funkcja /(>.) ma pochodn% ope- 
iatorow%, cif|gia w pewnym przedziale, to funkcja T a f(X) ma r<5w- 
niez pochodnq, operatorow% ciq,giq> w tym przedziale i jest 

<48.5) • [T«fWy=T*rm. 

Istotnie, jezeli /(A)= 2 / 1 (A), gdzie /i(A)={/i(A,f)} jest funkcja 
parametrycznq, o ci^glej pochodnej czg,stkowej wzgl^dem A, to 

[T“/(A)]' = [T*a- {^-A(A,<)}]' = T a q- [^f t { A,*)) = 

:= t*4- 

Z (48.5) i z definicji funkeji wykladniczej wynika wzor 

<48.6) T“e* m = e* 7- *®, 

gdyz 

[ p'**"’}' — T a (wet">) = T“ W • r****, 

Wzory (48.3) i (48.4) latwo mozna zapamigtac, zauwazywszy, 
ze 'wykonanie operacji T a powoduje zast%pienie operatora * przez 
^— a. 
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Korzystaj^c z wyprowadzonych wzorow, latwo tez przeksztalca<5 
bardziej skomplikowane wyrazenia, na przyklad 


rjr~y 


g— aXYa —. ^—«(2Aq — — q — cc(2a>—%) \a-\-y 


1_ 6 ~2 aXtVs 


X — ^cOoVa+y 


Przy pomocy operacji T a udowodnimy jeszcze kilka wzorow,, 
z ktdrych pozniej skorzystamy. 

Weimy najpierw wzory 




(48.7) 


V^c 


Hi'S eIp ("‘- 5)) 1 


wynikaj^ one z nast^puj^eego prostego rachnnku: 

e -AV*+a — e —XT a Vs _ rji a6 -ZV$ ^ 

-J^ ze -x.T*r> = i«l£ =i e -*vi\ 

Ps— a T*)/s \yi ) 

Udowodnimy teraz,'ze przy dowolnym a zespolonym i /? rze- 
czywistym dodatnim zachodz% wzory 

(48.8) {«ri(„|/i + g = i,-«( ) _^_ 1 ),-^ + i i 

(48. 9 ) 


aVi+JL 
ft 


Istotnie, pisz^c 

m ~ e!t k Yi+ ^rrJ 

0 

• m = (^ =e -7--La- f\ 

\N R 5 / 


ion 


mamy 


§ 48 


Operaoja T° i jej zastosowanie 
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{/'(i)} = e-wr- - = 

= e~ 2a P ( ~ — — l\ 6~wV*+*. 


St%d wynika wz6r (47.8), poniewaz /(-0+)=l. 
Podobnie, pisz^c 


g{t) = erf |a^ — = p= J er*dx, 


mamy 


{g'{t)} = e ia? 


P + 


= + l\ 
+ « 2 / 


g-Wlfea’ 


i st^d wzdr (47.9), poniewaz gr(0+)=—1. 

Z (47.8) i (47.9) dostajemy z latwo&cig> wzory 


(48.10) 


S^S+cJ 


: e~^V 8 + a - =- e~z*P erf 


2 


+ ie 20 ^erf |a[^ + p=j —sh 2afi 


(48.11) i 2^y»+c^ __ ji 6 -2 o/? e rf | a j/£ — p=j — 


.i 6 2a/3 er f 

A 




- eh. 2a/?j. 


(Swiczenie. UdowodniG wzory 


(a) T~~ x \s*—3s +2 = I4 2 —s; (P) « |k*—«+l; 

3 _ 3 _ 

(Y) T a >^I = a)*—1. 

(Wskazowka. Rozlozye wielomiany pod znakiem pierwiastka na czynmki 
liniowe.) 


§ 49. Nieizolowany przewodnik ciepla 

W paragrafach 31-47 zajmowali^my si§ przewodmctwem 
ciepla w pr§cie lub piers cieniu przy zalozeniu, ze przewodnik jest 
doskonale izolowany od otoczenia. Obecnie przyjxniemy, ze pr^t 
nie jest izolowany i ze strata ciepla w kazdym jego pnnkcie jest 
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proporcjonalna do roznicy temperatury mi§dzy pr^tem a otocze- 
niem. Zafozymy ponadto, ze t^Pip^tura otoczenia jest rdwna 0. 
Wowczas mamy rownanie 

— a z %t[X } t) — p%{X,t) = 0, 

gdzie ft jest odpowiednio dobranym wspolczynnikiem. Zalozmy 
jeszcze, ze w chwili t = 0 temperatura pr§ta jest rowna 0. Wtedy 
rownanie operatorowe ma postal 

(49.1) > 'x"(X)-{a 2 s+p)x{X) = 0. 

Zalozmy wreszcie, ze poczglek pr$ta X = 0 jest utrzymywany 
w - temperaturze v={v(t)},‘ a jego koniec w temperaturze 0; od- 
powiadajg. temu warunki brzegowe 

<49.2) x(.0)'=V i a?(A 0 ) = 0. 

W eelu rozwi^zania zagadnienia, szukamy najpierw funkcyj 
wykladniczycb 6 Xw , spehuaj^cych rownanie (49.1). Podstawiajgc 
do rownania (49.1), znajdujemy po podzieleniu. przez t Xw 

w 2 —(a?s+p j = 0, 

a st%d 

w = —a]/s+y lab w=a|4 + y, 

gdzi e y=-£. 

Istniej% wi§c dwie fankcje wykladnieze 

i e^s+y 9 

spelniaj^ce rownanie (49.1). St^d wynika, ze wyrazenie 
x(X) = g x e~ aX V*+y -f c 2 e* x V 8 +y 

jest ogolnym rozwi%zaniem rownania (49.1). Dostosowuj^c je do 
warunkdw (48.2), znajdujemy podobnie jak w paragrafie 31 

x ^) — (e~ aX V^\- e~ a ( 2X <>- x )Y^) v * 

1 — e- 2aZ °V*+y ' 

IJzywaj^e oznaczen z paragrafu 48, mozna napisac 
T r a( »_ («-**?* — e-**-*> v n 


ion 
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gdzie 

v 0 = T y v. 

Widad, ze funkcja operatorowa y(X)=!t y x(X) ma t§ sam$ po- 
stad co funkcja (31.8) na stroniey 180. Mozna to bylo zreszt% prze- 
widzied, zwazywszy, ze 

. y”(l) = c?*y(l) 

i ze 

y{0)=v o, y(A 0 ) = o. 

Gdy pr§t jest bardzo dlugi, to mozna przyj^d, jak w para¬ 
grafie 37, ze 

y(X)=v 0 e- aX ^ 

i wobee tego, ze 

(49.3) x(X) 

W zwyczajnej postaci mamy stg>d wzor 


0 

§ 

yv szczegblnogci, gdy funkcja v jest stala 

Q) 

v = — , 

8 ’ 

to rozwi^zanie (49.3) mozna napisad w postaci 

x(X) e~ ai V*& 


lub wobec wzoru (48.11) 



Ta postad rozwi^zania jest wygodna ze wzgl^du na mozliwogd 
nzycia tablic funkcji erf. 


KUehuoek operator6w 


15 * 









BOZDZIA 'h VII 

Funkcje Bessela 

§ 50. Szeregi pot^gowe operatortfw 

W paragrafach 15 i 35 mieli^my juz do czynienia z pewnymi 
szeregami pot^gowymi operatoro'w; e i e— x V*, Wazne w zastoso- 
waniacb sg» szeregi pot§gowe postaci 

(50.1) &(Xw) = a l Xw J r a 2 X 2 w 2 +..., 

gdzie a 1? a 2 ,... wspolczynnikami liczbowymi (rzcczywistymi lub 
zespolonymi), w ustalonym operatorem, X za£ zmienn^ liezbow^ 
(rzeczywist^i lub zespolong,). 

Jezeli w szczegolnolci w=l, to szereg (50.1) redukuje si$ 
do zwyklego szeregu pot^gowego 

(50.2) &{X) = a 1 X + a 2 X*+... 

Przez promien zbieznosei szeregu (50.2) rozumiemy liczb§ q> 
o tej wlasno^ei, ze szereg jest zbiezny przy |A|<g a rozbiezny 
przy \X\ >q. 

Udowodnimy, z e jezeli promien zbieznosei szeregu (50.2) jest 
dodatni % jezeli w={w(t)} jest funkcjq, Tclasy C, to szereg (50.1) przed- 
stawia funkcje parametryeznq &(Xw) ={&(X,t)} r jest zbiezny jedno- 
stajnie w Jcazdym obszarze okreslonym nierownoseiami 

(50.3) |A|<A 0 , 0 

Dowod. Oznaczmy przez 1 if maksimum bezwzgl^dnej warto- 
lei w[t) w dowolnie ustalonym przedziale 0^t^.t o . Wprowadzmy 
ponadto nast^puj^ce oznaezenie 

u> n = {w n (t)} 


(n = 1,2,...). 


Szeregi pot^gowe operatorow 


227' 





§ 50 


Wtedy jest dla 0 

I t , 

\w 2 (t)\=\Jw 1 (t—r) w 1 ^) d r| < J M-Mdr=M 2 —, 


|w 3 (tf)] = ^Jw^t—r) w 2 (r) fx| < J M*M 2 -jjdT— if 3 -—- 


i ogolnie 


o 




(» = 1,2,,..). 


( 2X \ n t n — 1 

—) M n — 0 — y d%zy do zera, wi§c jest ogra- 
q j \n -Lj. 

niezony pewn^ liczb^ K. Wobec tego 


| a.AVWK 


a„X n M n 


tr 1 

(n— 1)! 



tr 1 

(»-!)! 





Zatem szereg 

(50.4) a 1 Xw{t)-j-a i l 2 w i (t) + ... 

ma w obszarze (50.3) majorant§ bezbowg. 



majoranta ta jest zbiezna, gdyz szereg (50.2) ma promien. zbiez- 
nogei q. To zas poci^ga za sob^ jednostajn^, zbiezno^ szeregu (50.4) 
w obszarze (50.3). 

Zbiezno^c jednostajna w obszarze (50.3) jest oezywi£cie ro- 
zumiana w sensie klasycznej analizy. Z udowodnionego twierdze- 
nia wynika, ze szereg (50.1) jest operatorowo zbiezny dla kazdego X 
zespolonego. St^d wynika dalej, ze jezeli promien zbieznoiei szeregu 
liczbowego 

(50.5) v {X) = a 0 + a 1 X + a 2 X i +... 

jest dodatni, to szereg 

y)(Xw) =a Q + a 1 Xw + a 2t X 2 W 2J r..., 

ndzie w=iw(t)\ € C< jest operatorowo zbiezny dla kazdego X zespolonego . 
Dodanie bowiem jednego wyrazu a 0 nie wplywa na zbieznolc lub 
rozbieznold szeregu. 
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Przyklady. 1. Szereg 

jna promien zbieznogci rowny 1. Szereg 

^“1 = 1 ^ =Z{1+AJ+W + -" )= { 1 + ^^ + -"} 

jest zbiezny dla wszystkicb A. Wynika tez st^d wzor 


wyprowadzoay innym sposobem na stronie 30. 

2. Szereg 

A 2 A 4 
cosA=1 __ 

ma promien zbieznoSci +oo. St%d na przyklad -wynika, ze szereg 


COS -r = 1 • 


A 2 A 4 
2!s* ■41 s 8 ' 


jest zbiezny dla wszystkich A. 

Twierdzenie, kt6re udowodnili^my, daje si§ uogolnic na fnnkeje 
klasv ZK, a nawet na obszerniejsze klasy operatorow. Tutaj poka- 
zemy jeszcze, ze jezeM szereg (50.5) ma dodatni promien zbieznosei q, 
to przy dowolnym f$>0 szereg 

{50.6) <h+<h^ +«*■£? +- 

jest zbiezny dla mzysthioh A. 

Dowod. Mamy r6wno4ci 


<50.7) 


-(ao+^jj) + a 2 g2? +-j — «o, + a i^ s i+(i + a 2A 2 s i +2( j 


— («o + a i 


A If 


)?0 


r(i+P) 1 a r(i+2j8) 


+ 




ten 
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Ale dla kazdej liczby 0 jest 


oo i +y H-y 

r(l+ nft) = f t”P e-*dt > J 0 e~‘dt> J y n? e“ 1 “ 3 ’ dt = 

o y y 

(a=0,l,2,...). 


Jezeli wezmiemy dowolnie ustalonq, liczb§ A i dowolnie ustalony 

2Ai^ 

przedzial 0<t<t o , to przy = — 1 b^dziemy mieli 


A n t nfl 

m + np) 


<e t +r 



St%d wynika, ze szereg (50.7) ma w przedziale 0<t<f„ majorant% 
liczbow% zbiezny, czyli ze jest jednostajnie zbiezny. 

Zatem szereg (50.6) jest operatorowo zbiezny przy kazdym A, 
gdyz A 0 bylo ustalone dowolnie. 


dwiczenie. TJdowodnic wzory: 

• . A (A A 3 t* , A 5 t*_ \. 

(a) 8m g -| 11 3 ; 2! + 5 i 4 i •**}’ 

<P) In (l- Ae- 2 ^ = — jp= (A exp ^ + A 2 exp ±- + A* exp ^ + •••)). 


§ 51. Funkcje Bessela J,(t) i J ' 1 (*) 

Wz6r Uewtona dla dwumianu daje rozwini§cie 

<-> ««*«• 


15 + 

Zatem szereg 

1 l 


+ ^1 + (Ai) 2 




OO 

= 2 < 

v=0 


-l) 


» A 2 ’?” 


2 2 *(v!n 


jest zbiezny dla wszystkich A zespolonyeh. Wprowadzaj^c oznaczeme 


(51.2) 

mozemy nap is a 6 

(51.3) 


1)1 


1 

K^+A 5 


2 a >!)*’ 

= RoW}- 
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F imk cj§ J 0 nazywamy funkGjq, Bessela rz$du 0. Warto^ci jej 
mozna obliezad wygodjiie z rozwini^cia (51.2). W szczegdlnogci 
ividad, ze J r o (0)=l. , 

Ka podstawie wzoru (51.1) mozna tez napisac 

)/g 2 + A 2 — S __ 1 __ V (—l) V (^ + 2 ?)! , 2 + 2 v __ 

” \l + (XI) 2 ~ £ 2 2+2,, (l+ v) f ~ 

v==0 

, jj 24 - 2 v .l+ 2 v 

^ -1 ^2 1+2 %l(l+»’)! ' 

Wprowadzaj%c oznaczenie 



<51.4) 

mamy 

<51.5) 


“ il+f 

v=0 


(!+■•') I 


YF+3- 


wm- 


\~F+x 2 

Zauwazmy, ze wobec J 0 (0) = 1 jest 

W(,)> - -1 - y =-1 - J ^= L = W* 


mamy wi§c zwi^zek 




kfcory mozna tez sprawdzic przez rozniczkowanie szeregu (51.2). 

Zast§pnjq,e we wzorach. (51.2), (51.3), (51.4) i (51.5) X przez iX, 
mamy . 




v==0 


v =0 
1 , 


jI+2» 


2 1+ %! (1+ >-)! ’ 




—■ 


? 2 —l 2 — ^ 

3 


= {MJiiiM)}. 


fon 
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§ 52. Pochodne szeregdw pot^gowych 

TJdowodnimy teraz, ze jezeli szereg potQgowy liezbowy 

wW = a o + a i h + a 2^ 3 + •« * 

■ma dodatni promien zbiezno§ei 1 to pochodna funheji 
(52.1) ■y){Xw) = a 0 +a x Xw + a % ^w z +..., 


gdzie w = {w{t)}eC , rozwlja si$ w szereg potegowy 
[ip(Aw)~\ ~\a x w +2a 2 l«? 2 +..., 

Jfc^ory jest zbiezny przy wszelMch zespolonyeh L 

powod. Poniewaz pochodna stalej a 0 jest rowna zero., wi§c 
pomini^cie jej nie zmienia ogolnosei twierdzenia. Blatego w do- 
wodzie mozna zatozyd, ze a o = 0. 

Wtedy szereg pot§gowy 


y)(A) — a ± Xw + a 2 A 2 w 2 + ... 

przedstawia ftinkeje parametryezn^, y(lw) = {^(A ? t)} i jest jedno- 
stajnie zbiezny (w zwyklym sensie) w kazdym obszarze 


<52.2) |A|<V 

Podobnie szereg (52.1) prze&stawia fimkcje para'metryczn^ 
1 jest jednostajnie zbiezny w kazdym obszarze (52.2). Wprowa- 
4zaj^.c oznaczenia 

mozna napisac 


a x Xw + a 2 X 2 w 2 + ... ={a 1 to 1 (t) + a 2 A 2 w®($) + ...}, 
a-yW + 2a a lw 2 + ... = (a 1 w 1 (t) + 2a 2 Aw 2 (f) + ••■} = 

= 1^- {a x Xw\t) + a 2 X % w 2 {t) + ...]), 

sk^d wyiiika 

[ciyXw + a i X 2 w i + ...]'= ayW+^Xw 2 ^--... 


A. to dowodzi juz twierdzenia. Oaly sens dowodu polegal na wyko- 
rzystaniu twierdzenia o r6zniezkowaniu wyxaz po wyrazie zwyklyck 
szeregow pot^gowych. zmiennej ’ X, przy ezym zmienna t wyst§po- 
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wala jako paxametr. Dzi§ki jednostajnej zbiezno^ci rozwazanycb 
szeregow w obszarze (52.2) twierdzenie to przenosi si§ na szeregi 
operatorowe. 

Jezeli w szczegolnosci 


to 


, , Xw 
'ip(Xw) — 1 + — 


21 


+ ... 




. 'AW 

[y){Xw)2 —w +“]J +“ 2 T +— =wy)(Aw). 


Poniewaz y(0)=l, wi§c na podstawie definicji f ankcji wykladniczej 
mamy 


(52.3) 


*_ . ho . X 2 w 2 

^=i +ir+ _ r+ . 


O ile wi§c w eC, to funkcja wykladnicza e Xw rozwija si§ na 
szereg pot§gowy podobnie jak zwykia funkcja -wykladnicza. Warto 
zauwazyd, ze w tym przypadku fankcja wykladnicza ma postad 


« to =l +m 

gdzie f(X) = {/(A,t)} jest funkcjq, parametryczn%. 

TTwaga. Rowniez fankcja e~ x V* i wiele innycb daje si§ roz- 
win^,d na szereg pot^gowy, lecz wykazanie zbieznosci tycb szere- 
gdw jest o wiele trudniejsze 1 ). Za pomoeg, szeregdw pot§gowych 
nie mozna jednak podad ogolnej definicji fankcji wykladniczej, 
gdyz na przyklad szereg dla funkcji «-*• jest zbiezny 2 ). 

Dla w=— i rozwini§cie (1.3) jest w mocy, gdyz -- = {— 1} e C. 

t s 

Jest wi§e przy A^O 




.A'!” 


n=0 


x n r +l 

n\ 




l ) Ryll-Nardzewski [44], 

*> Mikusinski i Ryll-Nardzewski [38]. 


fcm 


§ 62 


Pochodne szeregow pot^gowycb 
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Stq>d mamy wz6r 

l e -^ = {,7 0 (2^t)}. 

o 

dwiczenie. Udowodnid, ze przy A^=0 mamy wzory 

<*> r^-|r“‘ 2V5 K • 

<*» r.‘ 

( T ) 1 /px(2p)j. 

§ 58. Funkcje Bessela </«(*) przy dowolnym n naturalnym 

Dla kazdego n naturalnego mamy rozwini^cie 


(53.1, m<d. 

v=0 

Wzdr ten mozna udowodnid w nastepuj%ey sposob. Pisz^e 
(53 2) • <p n (X) =(Kl-M — l) (w=l,2,...) v 

latwo wyliczyd, ze 


n § , 


<P'n+l( k ) ■ 


+ 1 ([/I+l -l) 

~2 YI+l ’ 


|—-n/2 


c r n, *<p n {m 


Sti[d 


(53.3) 


vm 

*.*.<*> 


poniewaz z (53.2) widac, ze (p n ( 0) —0. 

Ale z wzom Newtona mamy 

f PiW = — 1 — 2 1 2 1+ * r r!(l+v)! 

v=0 


stosnj^c wi§c wz6r rekurencyjny (53.3) znajdujemy latwo przez, 
indukcj§ rozwini^cie (53.1). 
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Z wzoru (53.1) wynika, ze 

(\&+T 2 - s)"=s-(l^l+ 1 )" = 

v», {n-\-2v — X)\ ^(n-fv) jn-f- 2 * 

= n 2 ( “ 1} a^u^)! 

v=0 

ezyli 

! 2 2(n-fv),n+2v-l ) 


Jezeli we wzorze (52.4) zast^pimy n przez w +1> nast§pnie 
go zrozniczkujemy i podzielimy przez (w-f-l)A, to otrzymamy 


\n I oo 


^2(n-f-v)^n+2v 


(|^s 2 + A 2 — s) I Vc^iV_ 

* ‘ J V# + * H 1 a***'»!(»+.»)! 


(*= 0 , 1 , 2 ,...). 


Wprowadzaj^e funkcje Bessela rzq&u n 


<53.6) 


00 *n+ 2 v 

t / n (A)=^’(- 1 ) , ' 3 „ +2 „ vI( 


!■(»+?)! 

V=M 

mozemy wzory (53.4) i (53.5) zapisa 6 w postaci 


(|^qrp_ s ) n =p£j„(at) 


(*= 0 , 1 , 2 ,...), 


(» = 1 , 2 ,...), 


= 2 ={k n Jn{*t)} \n = 0 , 1 , 2 ,...); 


wzory te wazne przy wszelkich zespolonych A. 


§ 54. Funkcja exp a(s — « 2 ) i jej pokrewne 

F unk cja wykladrdcza exp A(s— ]fs % + a 2 ) daje si§ rozwin^c na 
szereg pot§gowy 

oo 

<54.1) exp A(s — ^s 2 +.a?)=l +^ — ^£ -7 (— A ) n+1 (|/s 2 + a 2 — s)"*\ 

v =0 
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S 54 


gdyz operator 

oo 

S— |^S 2 + a 2 = - (—if H a 2 l 2 ” -1 

V=1 

s. 

jest elementem klasy C. 

Zast§puj%c we wzorze (53.4) A przez a, n przez w+1, a ? 
przez v — n, mamy 


_ . . f 00 ' / • ' 1 \V 2-f 2v Jlv—n 1 

J(-lfi B+1) y H) « « -; 

I 2 1+2 (v — n )! (j> + 1 )! I 


podstawiaj^c to wyrazenie do (54.1) i zmieniaj^c kolejno^c sumowa- 
nia, otrzymojemy 


= 1- A 


exp A(s— Vs* + a 2 ) = 

2 -j- 2 v 1 ' 

a t 


?+ 2v t v JL v \x*f— 


<54.2) 


x 1 (—if—2—-— y————i 

Zl 2 1+iv v\{v + 1 )! 2 r*( v - x ) lx! 


=i-(ij'(-ir 


a 2+2v f 


\ " ' 2 1 + 2 V(v + 1 )! 


(*+2Af 


4>=0 


Wobec definicji (51.4) mozna wreszcie napisac 


<54.3) exp A(s —|/s 2 + a 2 )=l—|j|p===aJ'i(a^ 2 + 21<)|. 

» ' % 

W ten. sposQb rozwazana funkcja wyktadnicz% sprowadziliimy 
do funkcji Bessela J v Wyprowadzimy jeszeze prosty jej zwi^zek 
z funkcjq, J 0 . B.ozniczkujq,c mianowicie rowno£c (54.3) wzgl^dem a 
i dziel%c nastgpnie wynik przez — aA, znajdujemy 


exo A(s — \s* + a 2 ) 

! J j, 

[ S > + a 2 

\£> 


-lf^Vr(*-+.2lf 

2i(v[) % 


\ 
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i wobec (53.6) 

exp A(s— 


ion 


(54.4) 


V? + a 2 


: {'A«(«F+ 2At)}. 


Wzory (54.3) 1 (54.4) s^j wazne przy A>0 i wszelkim a zespo- 
lonym. W szczeg6Ino£ci, zastgpuj^e w tych. wzorach a przez mamy 


(54.5) 


eip l(s- fa* —a 1 ) - 1-j^== iaJ^iaV? + 


Poniewaz 

s-fts-a) 2 + /S 2 = a + T“(s—+ W), 
wi§c ua podstawie wzorow (54.3) i (54.4) mamy 


(54.6) 


exp A(s — |/(s— a) a +/S 2 ) = e aZ — jp=L== e a W> r 


exp A(s—^(s — a) 2 +ff 9 

hs-a)H/J 2 


= {e^+^O^ 2 + m)). 


Zast^puj^e we wzoracb (54.6) a przez —a oraz /? przez ia, mamy 
exp A(s-[4 2 + 2«.s) = e-^iaJ x {iaV^+m%, 

(54.7) _ .»* +2U y 

=(r-wv.(i aVW+m)- 

Mnoz%e wyrazenia (54.3)*(54.7) przez e~ x ’ } latwo znajdu- 
jemy zwi^zki dla funkcyj wyMadniczycli 

exp (—;.|/i? 2 + a 2 ), exp(—A|/s 2 —a 2 ), 

exp(-^( S -a)M-^) i exp (-/. K^+2 as). 


64 Punkoja exp X{s —f»* + a*) i jej pokrewne 

Mamy wi§c na przyktad 
exp (—A^(s—a) 2 + /?*) = 
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= 6~ 3 * ■ 


0 


dla 0 <t<A 


yw-p 

exp (—A ^(s— a) 2 + ft 2 ) _ f 0 

^(s- a) 2 + /9 2 l 

«xp (—A^s 2 + 2as) = 


e at pJ x {p\¥ : ^l?) dla 0<A<f 


dla 0<i<Al 
^A 2 ) dla 0<A<tJ 


=e ttl e ~'*•- 


0 dla 0<t<A 

*- «T*<• iajJiaVF^J?) dla 0 <A <t 

T 2 


exp (—A^s 2 4- 2«s) ( 0 dla °<t<H 

|/ A a 2as I e- at J 0 (ia\t 2 —)?) dla 0 < A<< J 
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K? : 



i wobec (55.3) 

U"W =:(U+K)(Cs + G) 17(A); 

jest to rdwnanietelegrafistow w postaci operatorowej. Wykonuj%e 
mnozenie i przenosz^c wszystkie wyrazy na lew% strong, mo- 
zemy jeszeze napisad 

U"( X) -[i'Os 2 + (EG + LG) s+EG ] U(X) = 0 . 


EOZDZIAL VIII 

Rownanie telegrafistow 

§ 55. OgOIna postac rdwnania telegrafistow 

Teoria obwodow elektrycznycb, ktor^ omowili^my w roz- 
dziale V cz§^ci I, odnosi si§ do tak zwanyeh linii Jcrotlcich. Wprzy- 
padkacb linii dlugich (na przyklad telegraficznych) musi si§ nwzgl§d- 
nic skobczon^ szylpko^d przenoszenia si§ pr^du, co w konsekwencji 
prowadzi do. rownab rdzniczkowycb ez^stkowycb, a w uj§ciu ope- 
ratorowym do rownan rdzniczkowycb operatorowycb. 

Wyobrazmy sobie, ze kabel elektryczny, zlozony z dwdcb 
rownolegiycb przewoddw, jest rozciqgrti^ty wzdluz osi X. Oznaczmy 
przez U(X } t) i I(X,t) napi§cie i nat^zenie pr^dn przypadaj 3 .ee 
w cbwili t na pnnkt kabla o wspolrz^dnej X. Mi^dzy funkcjami Gil 
zaebodz% nast§pn j 3 .ce zwi^zki: 

(55.1) = — 

Ix = -CTJ t -GU, 

gdzie E oznacza opor, G uplywno^c, L samoindnkcj§ i G pojemno^cj; 
wielko^ci te s% mierzone na jednostce dlngogci kabla. 

Zalozmy jeszcze, ze w cbwili t — 0 przez kabel nie przeplywa 
zaden pr%d i ze napi§cie jest wsz§dzie rbwne zeru: 

Z7(A,0) = 0, 1(1,0) =0. 

Wtedy rownania (55.1) maj^, nast§pnj^,c% postal operatorow^r 

(55.2) U'(X)=-(Ls+E)I(X), 

(55.3) I'(X)=~(Gs + G) U(X). 

Rdzniczkuj^c (55.2) wzgl^dem X } mamy 
U"(X)= — (Ls + E)F(X) 


Eliminnj^o U(X) z rownan (55.2) i (55.3), sprawdzamy latwo, ze* 
funkcja I(X) spelnia to samo rdwnanie 

I f, (X)^[LGs 2 + {EG + LG) s + EG]I(X) = 0 . 

Przedyskntujemy to rdwnanie najpierw w pewnycb przypad- 
kacb szczegolnycb. 

§ 56. Przewodnictwo bez strat 

Przewodzenie pr^du nigdy nie odbywa si§ bez strat. S 3 , one- 
spowodowane oporem. B i uplywnosci^, pr%du G. Jezeli jednak wiel- 
kotei JR i G s% male, a samoindnkcja i i pojemnogd G S 3 , dnze, to 
w przyblizenin mozemy' przyjac 

B = 0 i 6 r = 0 . 


Wtedy rdwnanie telegrafistow redukuje si§ do postaci 

P"(A>- LCs*U(X)=0 (X>0, 0>O). 

Jezeli przyjmiemy, ze kabel jest bardzo dlngi i ze w jego 
punkcie pocz^tkowym wl^czamy sil§ elektromotoxyczn% JE={L(t)} 

U(0) —B r 


to matematyczne zagadnienie przedstawia si§ tak samo jak w przy- 
padku struny drgaj^cej nieskonczenie dlngiej. Wobec tego mozemy 
na podstawie paragrafa 22 napisad od razn rozwi^zanie, przyjmuj%e 
a*=LG , 

u {iy=<r*r*?E, 


czyli 


• | 0 dla 0 <t<AFZo, 

m,t)== \E(t-Xym dla 0 <A^C<t 
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W rozwazanym przypadku fala napi^cia posuwa si$ z pr@d- 


So£ci% 


yffi' 


Latwo tez jest wyznaczyc nat§zenie pr%du, gdyz wobec (55.2) 
mamy 

' fO 


m 


-T.V'W-W 


•E exp (— YlGXs), 


ezyli 


0 dla 0^t<kYLC, 

W)={J/Jj ](t-kYW) dla 0 ^X\LC<t. • ' 


§ 57. Przewodnictwo bez znieksztatcenia 

Heaviside spierwszy zwrocil uwag§ na to, ze w przypadku 


-ogoMejszym 


L~~ G 


(L> 0 , O> 0 ) 


napi^cia i nat§zenia pr^du przenosz^ si§ tak sarao jak w przy¬ 
padku przewodnictwa bez strat, z t% jedyn% roznic%, ze amplituda 
fall jest wykladniezo tlumioua w miar§ posuwania si§ naprzod. 
Istotnie, rownanie telegrafistow ma w tym przypadku postac 

U"(X)-(a8+ P)*U(X) =0 (a = \LC, 

Szukaj^c funkcyj wykiadniczyck' e Xm spelniaj^cycli to row- 
uaoiie docbodzimy do rownos'ei \ 

w 2 — (a$+/?) 2 —0, 

«k%d 

w= — a8—fi lub - w=as+p. 

Istuiej% wi§c dwie takie funkcje 

3)* x . 

•st%d mamy ogolne rozwi%zanie 

Z7(A) = c 1 e~< a ^> x + c 2 e(**W) 1 . 

» 

Jezeli zatozymy, ze 77(A) jest funkcje parametryczn^ dla 
vszystkicb A>0 i ze 




fen 
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to podobnie jak w paragrafie 22 dochodzimy do wzom 

U (X) — l$e^ a *+® z . 

Rozwiqjzanie to mozna tez znaleze, zwazywszy, ze fuukcja 
V(X)=FU(X) ■ (y = |) 

F"(A)-a¥F(l)=0 
7(0)=^. 

W ten. sposdb zapanie sprowadza si§ do rozwi^zanego w po- 
przednim paragrafie i mamy 

V(X)=2 t> 'Ee~ aZs , 

TJ{ A )=T~ v V{X)=ET~ r e~ aiB = Ee~ iae+f:>z . 

Pisz^c rozwi^zania w zwyklej, nie operatorowej postaei, mamy 

0 dla 0 LG, 


speluia Townanie 
i warunek 


a st§jd 


C(A,t) = { 

a wobec (55.2) 

m = 


exp(-A \RG)-E{t-XfLG) dla 0<A^TO<t, 


1 Z7'(A) as + ^- 


Ls + B 


'Ls+B 


e -(a»+fi)* E = 1/ — e-^+V^E 


I(X,t) = 


0 dla 0<i <X]/LG, 

|/y exp ( A Y&&) -E(t—X\LG) dla Q^xVLC<t. 


§ 58. Kabel Thomsona 

Przy dlagicb liniach. telegraficznycb i niskiej frekwencji pradu 
zmniejsza si§ rola indukcyjnosci L i uplywno^ci G i mozna z pew- 
nym przybbzeniem przyj^c 

i = 0 i (?—0 (J2>0, 0>0). 

Przy tycb zalozeniach William Thomson (zwany poiniej 
Lordem Kelvinem) obliczyl z wystarczajac<^ praktycznie do- 
kladnoscia rozcbodzenie sie pradu w kabln zamorskim. 

Rachnnak operatordw 


ie 
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Rownanie telegrafistow redukuje si§ w tym przypadku do 
postaci 

TJ"{1)=RCsTJ{X), 

jest wi§c lormalnie identyczne z rownaniem ciepla; poniewaz przyj- 
mujemy, ze linia jest dluga, skqrzystad mozemy z rozwi^zania po~ 
danego w paragrafie 37. Zakladaj^c, ze 

U(Q)^E, 

bqdziemy wiqc mieli 

17(A) 

gdzie E = {E(t)} jest silq, elektromotoryczn^ na pocz%tku kabla. 
Jezeli w szczegoinosci sila elektromotoryczna jest stala 

to rozwi^zanie ma postac 
17(A) 

czyli 

I7(A,i)=i? 0 cerf|J/^. 

Wobec (55.2) jest 



§ 59. Kabel bez samofndukcji 

Bozpatrzymy teraz przypadek, gdy 

L=0 (P>0, G>0 , *(7>0). 

Wtedy rownanie telegrafistow ma postac 
U"(k) = (RCs + RG) 17(A); 
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zakladaj^e, ze kabel jest bardzo dlugi i ze sila elektromotoryczna 
na jego pocz^tku. jest stala 7£={12 0 }, bqdziemy mieli rozwi^zanie 
analogiczne do podanego w paragrafie 49 

Z7(A) = ^exp (-ZVWs + BG), 



Wobec (55.2) jest 

1(A) = --| ?7'(A) = p (—AJ/ieCs+£(?) = 

— ~ E ° {tyUOs +W + s fWs + exp (—+ BG )> 

st^d na podstawie wzorow (48.7) i (48.10) 



§ 60. Kabel bez uplywnosci 

Bozpatrzymy z kolei przypadek, gdy 

(7 = 0 (L>0 , G>0 , E>0). 

Przypadek ten jest czqsto stosowany w praktyce, gdyz w wieln 
obliczeniach nplyw pr^du jest tak maly, ze mozna go nie uwzglqd- 
niad. 

Teraz rownanie operatorowe telegrafistow ma postac 


(60.1) 


TJ"W = (LCs*+RCs):U(2.), 


16* 
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oezywibeie przy zalozeniach., ze w ehwili t = 0 nie ma w linii zad~ 
nego napi§cia ani nat^zenia. 

Ogolnym rozwi^zaniem tego rownania jest wyrazenie 

77(A) ~G 1 e~ x V LCs *-*~ RGs + c i2 e x V LC8 *+ RCs . 

Jezeli rozwi^zanie ma bye fiinkcj^ parametryczn% w prze- 
dziale 0</l<oo 7 to musi byb c 2 = 0. Istotnie, mamy 

YLC? + BGs = s \LG + a, 


R\ n 

—I l n jest elementem klasy C; wobec tego mo- 

zna napisab 

e~ aZ (J( A) — o x e~ V LGX * e~~ Ua = e^e ^ X8 . 

Jezeli 77(A) jest funkcj^ parametryezn^ w przedziale 0<A<oo, 
to wyrazenie po lewej stronie rownosci jest rbwniez funkcjg, pa- 
rametryezn^ wtym przedziale. A st^d juz wynika, ze c 2 —0 (zob. § 22). 

Zakladaj%e wi§e ? ze linia telegraficzna jest dhiga, b^dziemy 
mieli rozwi^zanie ksztaitu 

17(A) =E -exp (— A|/.DCs 2 +B Gs), 

gdzie JS={JE(t)} jest napigeiem. w poezatkowym punkeie A = 0 
rozwazanej linii., 

Przedyskutujemy jeszeze przypadek, gdy siia elektromoto- 
ryezna jest stala * 

E = {E 0 } = ^. 


gdzie «=JQ( 
«=0 


Wtedy rozwi^zanie ma postab 

U(X) = ^2exp (-XYlG^+BOs). 
s 

Wobec (55.2) mozemy tez latwo znaleze natgzenie pr^du 


1(A) =- 


U'W 


Ls+B VecW+Ws 


======= exp (-XyWs^fBGs). 


§60 
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St§>d, zakladaj^e, ze a = ~|/~-,ikorzystajq ? czwzor6w'zparagrafn54 > 
mamy dla 0<i<KZOA: 


V(*,t) = J J=== <r*iJ x (ia)f7=LCF) dr\, 

Ylcx YT 

I(X,t) = JE 0 e—‘J ? (ia—LGX i ). 


Dla 0 ^t<)/LG obie funkcje U(A,t) i I(A,I) maj$ wartobb 0* 

■ Widab st^d, ze w obeenym przypadkn fala pr^du posnwa 

si§ z pr^dkofci% —L=. Gdy ezolo fall doebodzi do pirnktn o wspol- 
f LG 

rz^dnej A, napi^cie i nat§zenie maj% odpowiednie wartobei 


J? 0 exp ||/^a), B 0 |/^ exp|— 

§ 61. Przypadek, gdy wszystkie cztery parametry 
przewodnictwa sq dodatnie 

Wpro wadza j g,c oznaezenia 



mozna rownanie telegrafistow napisad w postaci 
U"( A) -LC[(s + a)*-p*]U(X) = 0. 

St%d rozwi^zanie 

U(X ) = e x exp (-XVZcYs + af-P 2 ) + c 2 exp (a|/IC ^(* +a) 2 -». 

Gdy linia, jest bardzo diuga, to roznmnj%c podobnie jak w po- 
przednim przypadku, niozna przyjae, ze c g =0 i o x =E (sila elektro- 

motoryezna napoez^tku kabla). W szczegolnobci, gdy j^={^ 0 } 

to mamy 

G(X) = —exp (— xYlgV(s + a) 2 —^). 
s 
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Wobec (56.2) jest 


m = 


u'(X) _ v YlgYIFT^EE 
Ls + -R 0 s(Ls + M) 


exp(— XYLCfJs + a) 2 —/S 2 ) = 



exp(-/|/XO^,+ a) 2 -^) 

|/(s + af—p* 


Stad dla 0^t<YZCX odjczytujemy •, 


U{X,t) = jd<r“*^— f e ~ aH P J i( i Ph*-£ G ^) drj, 

\Icx' X . 

I(X,t) = E 0 |/| L-rtJviipVF^LCl *)+1 

' ' flc* , , 

Dla 0^t<]/LG obie funkcje U(X r t) i majg, warto^c 0 . 

Widac, ze w miar§ wzrostu A napi^cie i nat§zenie prgdu ma¬ 
le j 3 , tym pr§dzej, im wi^ksza jest liczba a; dlatego nazywamy a 
wspolczynniMem tlumienia. Liczb§ zas /? nazywamy wspolczynni- 
Mem mielcsztalcenia-, widzielismy w paragrafie 57, ze gdy /? = 0, 
to fala w ogole nie jest znieksztalcona, jest tylko tlumiona. 


i 






BOZDZIAL IX 


Poehodna algebraiczna 

§ 62. Definicja i wlasnosci 

W paragrafie 48 zdefiniowaMmy operacje T a (zalezn^ od 
parametra a), ktora zastosowana do funkcyj klasy 3( powoduje 
pomnozenie icb warto^ci przez e* 1 . Wprowadzimy teraz operacj§ B 
.(niezalezn^ od parametra), ktora zastosowana do funkcyj klasy 3C 
powoduje pomnozenie ickwarto^ci przez —t. Jezeli wi§c o,= 
to 

Ba = B{a(t)} = {—ta(t)}. 

Jezeli a i b nalez^ do klasy 3( , to 

Bi^df -J- b) :== Bd 4“ Bbj 
i(62-1) D(ab)=Da-b+a-Db. 

Istotnie, 

D(a + b)= {— t[a(t) + 6(t)]} = {-ta(t)} + {r-tb(t)} = Da + Db, 

t 

B(ab) = a(t~r)b(r)dr^ = 

o 

t t 

= if {—t+r)a(i — t)5(t) ^t + f a(t—r) • (-r)b(r) drj — 
l o o 

—= Da ■ b •" a • Db, 

Z .wzordw (62.1) widac, ze operacja D ma charakterystyczne 
wlasnosci poehodnej. B§dziemy j% nazywali pochodnq algebraieznq,. 
Bozszerzymy teraz definicja poehodnej algebraicznej na do- 

wolne operatory a = ^ (p,geC, 2 + 0 ), przyjmuj^c, ze 
. jM J>y g-y-ffg 

W f 
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&atwo sprawdzic, ze tak uogolniona operacja ma w dalszym 
ci^gu wlasnoSei (62.1), gdzie a i b mo g% byd juz dowolnymi opera- 
torami. 

Dla kazdego operatora liczbowego a mamy wz6r 


Da ?= 0. 


Istotnie, mozna napisad 


a = 


M. 

{i}’ 


wobec tego 
Da 



1 af2 \ 

I at2 \ 

{!}{—««}—{—#>{«} 
r 

\ a ) 

\ 2 ) 

2 


0 . 


Ze wzgl§du na drugi ze wzordw (62.1) mamy dot%d 


(62.2) 


D(ab)=a-Db 


dla kazdego operatora liczbowego a i dowolnego operatora &. 

St%d wynika dalej, ze dla dowolnycb operatordw a i b mamy 


gdyz 


D(a — b) —Da—Db , 

D(a-b)=D[a+(-l)b]=Da+{—l)Db=Da—Db. 


Udowodnimy jeszeze, ze dla dowolnycb operatorow a i b (&+0) 
mamy wzor 


(62.3) 


/a\ Da-b— a-Db 
W” b* 


m 


Piszg,e mianowicie i 6 = ~ (m, n, p, q e C', n, p , q^0) r 


mamy 




D(mq) np—mg D(np ) 


ri*p A 


(Dm-q-\-m -Dq)np — mq^Dn-p^ n • Dp) 

n*p* ‘ 


Da-b—a -Db 


Dm-n—m -Dn p m Dp-q—p-Dq 


n A 


b 2 


(Dm-it—m -Dn)pq— mn(Dp ♦ q—p *Dq) 

n*p A 


Definicja i wlasnoSci 
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Iran *“ 

St%d juz latwo otrzymuje si§ wzor (62.3). 

W szczegolnosci mamy 

- „/l\ 0-{l}—1-{—1} {1} , 

-TTF— -TIP-FT 1 ' 

Zatem poebodna algebralczna z operatora rozniezkowego jest rowna 
liezbie 1: 

(62.4) Ds = 1. 


Wobec drugiego z wzordw (62.1) mamy 

Ds 2 — Ds - s + s • Ds == 1 • s + $ -1 = 2s, 

Ds 2 = D( s • s 2 ) = Ds • s 2 + s * Ds 2 == 1 * s 2 + s • 2s = 3s* 2 


i ogolnie 


Ds" = ns*- 1 


dla kazdej liczby naturalnej n. 

Jezeli 

W == a*s* +... + a x s + a # , 
to wobec wzorow (62.2) i (62.4) mamy 


DW=na K 8 n ~ 1 + ... + a x . 

Widac wi§c, ze poebodn% algebraiczng. z wielomianu opera¬ 
tora rozniezkowego s oblieza si§ przez formalne zrozniezkowanie 
tego wielomianu wzgl§dem s. 

Podobnie poebodn^ algebraiczn% z dowolnego wyrazenia wy- 
miernego operatora s 

a n s n + «*.+ 

mozna wyliezyd przez formalne zrozniezkowanie wzgl^dem opera¬ 
tora s. 7 , 

Pocbodna algebraiczn^ mozna tez nazwae pochoanq, wzgl&iem 

operatora s i zamiast symbolu D uzywac symbolu ^. Ha przyklad: 


d 1 _ 1 
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§ 63. Pot^gi operatora 

Za pomoc^ pockodnej algebraicznej mozna latwo wypro- 
■wadzic wzory na pot§gi operatora Mamy mianpwicie 

® "T P 

d s W _ 1 

*«* + /** (s 2 + /S 2 ) 2 s 2 + /S 2 ’ 

a st%d 

1 1/1 d s \ 

(** + £ 2)2 2 P* \S* +^' t dSS i + jftV ’ 

czyli 



IsTapiszmy ogolnie dla 1 , 2 ,... 

(63.2) (g2 j = ( (2j g i j„- I [Mm-p Bin, ft -^(^ 2 ) •« COS (Si]}, 

gdzie A n (x) i J5 n (tf) s% funkejami, ktorenalezy wyznaczyc. Poniewaz 



wi§c 

(63.3) A 1 {x)=l } > „ P x (a?)=0; 
wobec (63.1) mamy 

(63.4) 4(^=1, 

Z drugiej strony mamy 

# _1 _ 2 (2^—1)(^—1) 4^ 2 n(n—1) 

ds 2 (s a + ^) n—1 ($ 2 + p 2 )" (s 2 -f- ^ 2 ) 7 H - 1 j 

a st%d 

1 2n —1 1 1 d 2 1 

(** + /SV*W 2p*n (s 2 + /S 2 )" 4j8*m(»— 1) ds 2 (s 2 + /S 2 )"- 1 

i na podstawie wzoru (63.2) . 

(s 2 + /S 2 )^ 1 = (2/S 3 ; n—1 ^ sin ft—BnU S 2 < a ) -i cos /?i]| — 

4/S 2 «.(»—!) (2fS 2 ) n ~ 2 K 1 £ Sin ft 5n ~ 1 (^ 2j2 )' * cos #]}> 


ion 


§63 Pot^gi operatora l/^ + z? 2 ) 251 

czyli 


*1 

(s 2 + ^ 2 ) n+1 



nr 1 ?<- 

-*.(/**) S-l(W) f COS /»]}. 


Wobec wzoru (63.2) musi wi§c bye 


> -a^i(x) ^—~A n {x) '■ 

<63.5) . (* = 2,3,...). 

£„+,(*) = --JL^B^a), 


bTa podstawie wzorow (63.3), (63.4) i (63.5) mozna kolejno 
wyliezyd funkcje A 3 ,A it ... i Widad, ze wszystkie s% wielo- 

mianami. Wielomiany te az do w=10 wlq,cznie zestawione sq, w za- 
l^czonej na koncu ksi^zki tabelce. 

Posluguj^e si§ t% tabelkq. i wzorem (63.2) mozemy na przyklad 
od razu napisad 



Obliczaj^c pochodnsj, algebraiczna z wzorn (63.2), znajdujemy 
41a w = l,2,... 

_ 2ns _= { T f f A n (pH 2 ) | sin /S t-B n (pH 2 ) ■ t cos (5il), 

( S 2 + ^)«+i \{2/S 2 ) n—1 L nVK '/S Jl 

a stq4 dla % = 2,3,... 


* 2 +/i 2 ' n 


<63.6) 




\ 2 (w 

Mamy wi^c na przyklad 

_£-- (-2— [ (3— (S 2 i 2 ) 4 sin )3i 

(s 2 + (S 2 ) 4 148(S 4 L H P 


— 3 1 2 cos 


4 
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Stosuj^c operacj§ T a (zob. §48) do wzorow (63.2) i (63.6) y 
otrzymnjemy wzory ogolniejsze: 

— a j 2 _j__ ^ 2 jn ^ fit BnifiH 2 ) •t cos /ft]J 

dla 71 = 1,2,... i 

s 

Ks-af + p*}*- 

= {2 (^~ )(2^)- 2 ^ n ~ l(/?¥) ' | Sin ' * cos /»)} 
dla 7i = 2,3,... 


CZJjlsO TEZECIA 


SZKIC OGdLNEJ TEORII 
rOwnan rOzniczkowych LINIOWYCH 
o wspOlczynnikachj stalych 


BOZDZIAli I 

Rownania jednorodne 

§ 1. Uwagi wst^pne 

Eownanie strnny drgaj^cej, rownanie eiepia i rownanie tele- 
grafistow s% przykiadami rownan rozniczkowyeb liniowych. o wspol- 
czynnikacb staiych; maj^ one postae 

x" — a?s 2 x = 0, x“— asx = 0, x"~-{Ls +B)(Gs + G)x = 0. 

Obecnie zajmiemy si§ rownaniami ogolniejszymi 

( 1 . 1 ) a m x( m > +... + H x = /(% 

wspolczynniki a mj ...,a 0 (a*,4=0) mogg. by6 dowolnymi operato- 
rami, f(l) dowoln% fnnkcj^ operatorow% ciggig.; x = x(l) jest fnnkejg 
operatorowg> niewiadomg,. W szezegolnym przypadku, gdy opera- 
tory a OT ,...,a 0 s% liczbami a f(X) fankej% liczbowg,, rownanie (1.1) 
moze bye traktowane jako zwykle rownanie rozniezkowe o wspoi- 
czynnikacb stalych; wobec tego teoria, ktorg, tu naszkicujemy, 
moze bye nwazana za uogolnienie klasyeznej teorii tycb ostat- 
nich rownan. 

W rozdziale pierwszym omowimy rownania jednorodne, to 
znaezy takie, w ktorych fonkeja f(l) jest tozsamosciowo rowna 
zeru. 







